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内 容 简 介 


本 书 立足 于 研究 引起 结构 系统 振动 的 深层 内 因 ， 以 及 外 因 与 内 因 相互 
作用 的 机 理 ， 侧重 于 结构 动力 学 的 基本 原理 和 基本 理论 ， 涉 及 工程 实际 中 
的 复杂 结构 系统 和 复杂 结构 动力 学 问题 。 本 书 由 15 章 组 成 。 第 1 章 ， 绪 论 ， 
主要 介绍 结构 动力 学 基本 思想 、 主 要 研究 内 容 及 研究 方法 。 第 2 章 ， 单 自由 
度 系 统 的 动力 学 特性 ， 介 绍 结构 振动 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 分 析 方 
法 。 第 3~8 章 ， 主 要 介绍 多 自由 度 结构 系统 的 动力 学 特性 、 动 力学 建 模 、 数 
值 分 析 、 系 统 辩 识 、 敏 感度 分 析 、 部 件 模 态 综合 等 的 基本 理论 与 分 析 方法 。 
第 9 章 和 第 10 章 ， 介 绍 求解 多 自由 度 系统 动力 学 响应 的 各 种 方法 ， 包 括 数值 
积分 方法 和 模 态 登 加 法 。 第 11 章 和 第 12 章 ， 介 绍 典型 结构 单元 的 建 模 与 分 
析 方 法 ， 以 及 它们 各 自 所 特有 的 动力 学 特性 。 第 13~15 章 ,介绍 复杂 结构 系 
统 的 动力 学 建 模 与 分 析 的 基本 理论 与 方法 ， 包 括 固 液 耦合 系统 的 动力 学 建 
模 与 分 析 、 航 天 器 空间 杭 架 结构 动力 学 建 模 与 分 析 、 航 天 器 太阳 能 电池 可 
结构 动力 学 建 模 与 分 析 。 

本 书 较 系统 和 全 面 地 个 述 了 结构 动力 学 的 基础 理论 和 基本 方法 ， 不 仅 
为 认识 结构 振动 的 物理 本 质 、 分 析 结 构 动力 学 特性 、 设 计 动 力学 环境 下 的 
承载 结构 提供 了 理论 依据 和 实用 方法 ， 也 为 解决 结构 的 振动 控制 问题 莫 定 
了 分 析 的 理论 基础 ， 提 供 了 设计 的 技术 途径 。 

本 书 可 作为 研究 生 教材 ， 也 可 供 相 关 工 程 技 术 人 员 的 参考 。 
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任何 事情 的 发 生 与 发 展 都 是 既 有 其 内 在 的 甚至 是 深层 次 的 原因 ， 又 有 其 外 在 
的 多 方面 的 激 扰 和 诱导 因素 的 作用 。 结 构 动力 学 问题 是 典型 的 由 外 界 干扰 与 结构 
本 身 固有 特性 相互 作用 而 产生 的 特殊 物理 问题 。 在 日 常生 活 和 工程 实践 中 常见 的 
一 些 振动 现象 (如 树枝 在 风 中 的 摇动 、 汽 车 在 行驶 中 的 颠 复 、 打 夯 机 打 夯 等 ) 以 及 
不 常见 的 一 些 现象 (如 飞机 或 直升机 机 器 的 颤 振 、 地 震 、 航天 器 太阳 能 电池 中 的 振 
动 等 ) ， 都 属于 结构 动力 学 研究 的 范畴 。 当 然 ， 结 构 动 力学 研究 的 问题 绝 不 仅 限 于 
这 些 。 高 等 结构 动力 学 立足 于 研究 引起 结构 动力 学 问题 的 深层 内 因 ， 以 及 外 因 与 
内 因 相 互 作用 的 机 理 ; 侧重 于 结构 动力 学 的 基本 原理 和 基本 理论 ; 涉及 工程 实际 
中 的 复杂 结构 系统 和 复杂 结构 动力 学 问题 。 

本 书 较 系 统 和 全 面 地 阐述 了 结构 动力 学 的 基础 理论 和 基本 方法 ， 包 括 结构 的 
本 征 值 问题 和 动力 响应 问题 ， 不 仅 为 认识 结构 振动 的 物理 本 质 、 分 析 结 构 动力 学 
特性 、 设 计 动 力学 环境 下 的 复杂 结构 提供 了 理论 依据 和 实用 方法 ， 也 为 解决 结构 
的 振动 控制 问题 莫 定 了 分 析 的 理论 基础 ， 提 供 了 设计 的 技术 途径 。 

基于 我 们 在 长 期 教学 实践 中 的 认识 与 发 现 ， 以 及 我 们 在 解决 多 类 工程 实际 问 
题 时 的 体会 与 经 验 ， 本 书 第 二 版 相对 于 第 一 版 ， 在 保留 原 有 内 容 的 基础 上 增加 了 
一 些 新 的 内 容 ， 也 作 了 一 些 局 部 的 修改 。 主 要 是 : 

(1) 在 论述 多 自由 度 系统 特性 之 前 ， 增 加 了 新 的 一 章 ， 即 第 2 章 “ 单 自由 度 
系统 的 动力 学 特性 ” 单 自由 度 振 动 理论 是 多 自由 度 振 动 分 析 的 基础 。 在 出 版 第 一 
版 时 ， 考 虑 读者 为 已 经 具有 一 定 基础 的 本 专业 研究 生 ， 所 以 略 去 这 部 分 。 但 在 这 
些 年 的 教学 中 发 现 许多 选 这 门 课 的 学 生 并 没有 这 个 基础 ， 使 得 后 面 的 教学 变 得 很 
吃力 。 另 外 ， 在 解决 一 些 工程 实际 问题 中 还 发 现 有 些 工程 技术 人 员 因 为 没有 了 解 
这 方面 的 基本 概念 而 难以 理解 工程 中 出 现 的 一 些 现象 ， 也 不 能 有 效 地 给 出 解决 问 
题 的 措施 和 方法 。 因 此 决定 在 第 二 版 中 增加 这 部 分 内 容 ， 并 将 第 一 版 中 的 第 10 章 
合并 于 此 ， 以 期 较 系 统 地 给 出 单 自 由 度 系统 的 动力 学 特性 以 及 建 模 与 分 析 的 方法 。 

(2) 第 一 版 中 的 第 11 章 在 第 二 版 中 被 拆 分 为 两 章 ， 即 现在 的 第 11 章 和 第 12 
章 。 这 两 章 较 系统 地 介绍 了 常见 的 基本 结构 或 结构 单元 的 动力 学 模型 和 动力 学 特 
性 。 由 于 这 些 结构 在 几何 构 型 上 所 具有 的 共性 和 个 性 ， 以 及 由 此 带 来 的 不 同 的 动 
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力学 特性 ， 又 可 以 分 类 地 去 研究 它们 的 动力 学 特性 。 因 此 ， 将 一 维 结构 ( 即 在 某 一 
维度 上 的 几何 尺寸 远大 于 其 他 维度 上 尺 十 的 结构 )， 如 弦 、 杆 、 深 等 的 结构 动力 学 
问题 归于 一 类 ， 这 些 在 第 11 章 中 讨论 。 而 将 二 维 结构 ， 如 膜 、 板 、 壳 等 的 结构 动 
力学 问题 归于 另 一 类 ， 这 些 在 第 12 章 中 讨论 。 

(3) 在 第 一 版 的 最 后 增加 了 两 章 内 容 ， 即 第 14 章 “ 航 天 器 空间 榭 架 结构 动力 
学 建 模 与 分 析 ” 第 15 章 “ 航 天 串 太 阳 能 电池 姻 结 构 动 力学 建 模 与 分 析 ”。 一 般 ， 
有 关机 械 振 动 或 结构 动力 学 的 专著 或 教材 中 ， 只 讲 到 简单 结构 或 单元 部 件 的 结构 
动力 学 建 模 与 分 析 ， 而 不 涉及 复杂 结构 系统 的 建 模 与 分 析 的 理论 与 方法 。 然 而 ， 
在 我 们 长 期 的 科学 研究 和 工程 实践 中 认识 到 ， 许 多 真正 的 实际 结构 往往 具有 复杂 
的 结构 外 形 、 多 样 化 的 连接 关系 、 不 同类 型 单元 部 件 的 组 合 与 构造 等 ， 分 析 和 解 
决 这 些 复杂 结构 的 结构 动力 学 问题 的 能 力 是 未 来 的 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 应 
该 具备 的 。 因此, 增加 了 这 两 章 的 内 容 。 本 书 第 二 版 以 两 类 典型 的 航天 结构 为 例 ， 
介绍 了 复杂 结构 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 的 基本 方法 ， 由 此 可 推广 应 用 到 分 析 和 
解决 其 他 复杂 结构 的 动力 学 问题 中 ， 包 含 了 复杂 结构 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 ， 
也 是 高 等 结构 动力 学 与 一 般 结构 动力 学 的 区 别 之 一 。 

(4) 与 第 一 版 的 另 一 个 重要 区 别 是 在 每 一 章 的 后 面 适当 增加 了 一 些 思考 题 与 
习题 。 这 对 于 帮助 研究 生 课 后 复习 或 工程 技术 人 员 的 自学 无 疑 带 来 极 大 的 好 处 。 这 
些 题目 的 选取 基本 上 来 源 于 多 部 国外 优秀 教材 和 我 们 在 教学 中 的 一 些 经 验 积累 。 

(5) 这 一 版 还 增加 了 课程 设计 的 题目 。 参 考 我 在 国外 研究 和 学 习 的 经 历 ， 研 
究 生 不 仅 应 完成 书本 上 基本 理论 和 基本 方法 的 学 习 ， 还 应 有 针对 性 地 安排 一 些 实 
践 环节 ， 运 用 书 中 的 知识 尝试 性 地 提出 和 解决 一 些 相 关 的 问题 。 这 些 问 题 可 能 是 
具体 的 ， 也 可 能 是 抽象 的 。 设 计 这 个 环节 的 目的 是 既 帮 助 学 生 提 高 解决 实际 问题 
的 能 力 ， 叉 期望 能 激发 学 生 的 想象 力 、 启 动 发 明 创 造 的 潜能 。 

本 书 以 线性 系统 为 对 象 ， 从 基本 理论 到 分 析 方 法 ， 从 简单 结构 到 复杂 结构 ， 
较 系 统 、 全 面 地 研究 了 结构 的 本 征 值 问 题 和 动力 响应 问题 ， 分 析 了 结构 动力 学 系 
统 的 固有 特性 以 及 结构 动力 学 特性 对 各 种 影响 因素 的 敏感 度 等 。 在 第 一 版 的 基础 
上 经 过 修改 和 增加 后 ， 第 二 版 主要 由 15 章 组 成 。 章 节 安 排 特点 为 : 

第 1 章 ， 绪 论 。 主 要 介绍 结构 动力 学 基本 思想 、 主 要 研究 内 容 及 研究 方法 。 

第 2 章 ， 单 自由 度 系统 的 动力 学 特性 。 介 绍 结构 振动 的 基本 概念 、 基 本 理论 
和 基本 分 析 方 法 。 本 章 是 今后 分 析 多 自由 度 结构 系统 动力 学 特性 的 基础 。 

第 3~8 章 ， 主 要 介绍 多 自由 度 结构 系统 的 基本 特性 、 动 力学 建 模 、 数 值 分 析 、 
系统 辨识 、 敏 感度 分 析 、 部 件 模 态 综合 等 的 基本 理论 与 分 析 方法 。 
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第 9 章 和 第 10 章 , 介绍 求解 多 自由 度 系统 动力 学 响应 的 各 种 方法 , 包括 数值 
积分 方法 和 模 态 营 加 法 。 

第 11 章 和 第 12 章 ， 介 绍 典型 的 结构 单元 ， 如 弦 、 杜 、 梁 、 膜 、 板 、 壳 、 环 
等 的 建 模 与 分 析 方法 ， 以 及 它们 各 自 所 特有 的 动力 学 特性 。 这 些 结构 既是 工程 中 
最 常见 的 又 是 结构 动力 学 中 最 基本 的 。 通 常 ， 一 个 复杂 结构 系统 都 能 分 解 为 它们 
中 某 些 结构 单元 的 组 合 。 

第 13~15 章 ， 介 绍 复杂 结构 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 的 基本 理论 与 方法 ， 包 
括 固 液 耦合 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 、 航 天 器 空间 桥架 结构 动力 学 建 模 与 分 析 、 
航天 器 太阳 能 电池 桶 结构 动力 学 建 模 与 分 析 。 这 三 章 内 容 均 来 自我 们 近年 来 课题 
研究 的 成 果 。 

最 后 ， 附 录 A 是 课程 设计 题目 ， 附 录 B 是 部 分 习题 的 答案 。 书 中 涉及 的 参考 
文献 附 于 本 书 最 后 ， 期 望 引导 读者 学 习 到 更 宽广 的 知识 。 

1982 年 以 来 ， 高 等 结构 动力 学 就 一 直 是 力学 、 机 械 、 建 筑 、 航 空 、 航 天 等 相 
关 领 域 研究 生 的 必修 课程 。 直 到 1997 年 10 月 本 书 的 第 一 版 出 版 ， 这 门 重要 的 研 
究 生 课程 才 有 了 专门 的 教材 。 出 版 之 初 ， 因 为 当时 研究 生 人 数 不 多 ， 也 未 充分 考 
虑 到 其 他 相关 高 等 学 校 和 科研 院 所 的 需要 ， 仅 印 了 2000 册 。 到 2000 年 ， 在 市 面 
上 就 很 难 找到 这 本 书 了 ,在 2002 年 当 我 知道 了 有 些 学 校 和 研究 所 的 研究 生 在 用 此 
书 的 复印 本 当 教材 或 参考 书 时 ， 我 就 开始 计划 此 书 再 版 的 事情 。 但 是 ， 主 要 还 是 
由 于 科研 工作 太 忙 的 原因 ， 再 版 的 事情 一 拖 再 拖 。2008 年 底 ， 才 开始 本 书 的 再 版 
修订 工作 。 经 过 一 年 多 的 努力 ， 再 版 修订 稿 终于 可 以 交付 出 版 了 。 希 望 本 书 第 二 
版 能 在 2010 年 的 秋季 学 期 与 广大 读者 见面 。 

这 里 要 特别 地 感谢 国防 科技 大 学 的 雷 勇 军 教授 ! 雷 教授 编排 了 本 书 的 全 部 习 
题 、 思 考题 和 课程 设计 题目 ， 并 给 出 了 部 分 习题 的 答案 。 由 于 原 书稿 没有 留 下 电 
子 版 ， 雷 教授 组 织 完 成 了 本 书 的 全 部 录入 和 全 部 图 片 的 绘制 工作 ， 并 完成 了 全 书 
的 校对 修订 工作 。 雷 教授 在 我 们 课题 组 中 长 期 从 事 航天 器 太阳 能 电池 姻 结 构 动 力 
学 分 析 的 研究 工作 ， 也 担任 了 三 期 本 课程 的 主讲 ， 积 累 了 一 定 的 课堂 教学 经 验 和 
分 析 复 杂 结 构 动 力学 问题 的 经 验 。 本 书 最 后 一 章 即 来 自 他 的 部 分 研究 成 果 。 他 为 
本 书 的 再 版 作出 了 大 量 艰苦 卓越 的 贡献 , 在 此 再 次 表示 崇高 的 敬意 和 衷心 的 感谢 ! 

衷心 感谢 全 体 参 与 本 书 的 文字 录入 、 插 图 绘制 、 文 献 索引 等 的 老师 和 研究 生 ! 
在 本 书 的 再 版 过 程 中 ， 还 得 到 了 许多 来 自 各 方面 的 帮助 和 支持 ， 在 此 一 并 表示 感 
谢 。 

本 书 初衷 是 为 本 专业 研究 生 提 供 一 本 内 容 较 系 统 的 教材 。 但 其 中 的 基本 理论 
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和 基本 方法 ， 也 可 供 相关 专业 研究 生 和 相关 工程 技术 人 员 参 考 。 
限于 作者 水 平 ， 书 中 难免 存在 不 足 之 处 。 真 诚 欢 迎 读者 批评 指正 。 


李东旭 
2010 年 6 月 
国防 科学 技术 大 学 
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随 着 科学 与 现代 工程 技术 的 飞速 发 展 ， 以 及 人 们 对 物质 生活 需求 的 增加 ， 各 
种 各 样 的 结构 应 运 而 生 ， 如 飞机 、 火 箭 、 卫 星 、 大 路 拱桥 、 多 跨 铁路 桥 、 斜 拉 索 
桥 、 高 层 楼 房 、 各 种 机 床 、 海 上 平台 、 舰 船 等 。 许 多 结构 或 者 庞大 或 者 复杂 ， 或 
者 既 庞大 又 复杂 ， 无 论 哪 种 结构 都 不 可 避免 地 将 受到 动 载荷 的 作用 。 例 如 ， 地 震 
作用 于 楼 房 ， 台 风 作 用 于 海上 钻井 平台 ， 发 动机 推力 作用 于 火箭 ， 对 接 碰 撞 作 用 
于 空间 站 ， 惯 性 力作 用 于 汽车 等 。 动 载荷 对 结构 造成 的 影响 完全 不 同 于 静 载 荷 的 
影响 。 大 量 工程 实际 问题 表明 ， 结 构 的 破坏 往往 源 于 动 载荷 ， 有 时 虽然 未 直接 造 
成 灾难 性 事故 ， 但 也 使 得 结构 不 能 按 设计 所 要 求 的 性 能 正常 工作 。 因 此 ， 为 了 很 
好 地 利用 各 种 结构 为 人 类 服务 ， 无 论 是 在 设计 时 ， 还 是 在 使 用 时 ， 常 常 需要 准确 
而 迅捷 地 分 析 和 预测 它们 的 动态 性 能 。 

研究 结构 动态 性 能 的 科学 就 是 结构 动力 学 ， 它 的 一 个 非常 重要 的 特点 就 是 其 
数学 概念 完全 与 物理 现象 相 协 调 ， 这 些 物 理 现象 是 人 们 可 以 体验 得 到 和 测量 得 出 
的 。 结 构 动 力学 是 一 门 发 展 较为 完备 的 学 科 。 

结构 动力 学 问题 包含 激励 (泛称 输入 )、 系 统 (弹性 结构 体 本 身 } 和 响应 (泛称 输 
出 ) 三 个 要 素 。 已 知 激励 和 系统 的 问题 归结 为 响应 预测 ; 已 知 系统 和 响应 求 激励 是 
测量 问题 ， 已 知 激励 和 响应 的 间 题 是 系统 辨识 问题 。 但 不 论 是 哪 一 类 问题 ， 系 统 
所 固有 的 内 在 品质 是 事物 的 内 因 ， 激 励 是 外 因 ， 结 构 在 外 在 激励 的 作用 下 所 发 生 
的 响应 就 是 外 因 通过 内 因 起 作用 而 产生 的 现象 。 内 因 是 矛盾 的 主要 方面 ， 在 结构 
的 动态 性 能 中 起 主要 作用 。 因 此 结构 动力 学 研究 的 内 容 在 本 质 上 分 为 两 大 类 : --— 
类 是 结构 的 固有 特性 问题 ， 另 一 类 是 强迫 响应 问题 ， 需 要 对 激励 和 固有 特性 进行 
综合 考虑 。 

高 等 结构 动力 学 正 是 从 理论 的 高 度 揭示 结构 动力 学 的 本 质 。 它 不 是 仅 介 绍 结 
构 动 力学 中 的 各 种 物理 现象 及 一 般 分 析 方 法 ， 而 是 把 重点 放 在 对 问题 本 质 的 剖析 
上 。 它 所 研究 的 对 象 也 不 是 某 一 具体 的 结构 而 是 一 般 的 振动 系统 。 高 等 结构 动力 
学 在 内 容 上 更 侧重 于 基本 原理 、 基 本 方法 和 基本 理论 的 论述 和 推 证 ， 因 而 它 所 阐 
述 的 论点 或 结论 对 研究 结构 的 动态 性 能 具有 更 普遍 的 指导 意义 。 

考虑 到 本 书 的 阅读 对 象 主要 是 已 经 具有 一 定 基础 的 研究 生 ， 因 此 在 内 容 的 选 
择 上 较 侧 重 于 理论 的 深度 。 作 为 教材 ， 为 便于 自学 ， 在 内 容 的 编排 上 遵从 由 浅 入 
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深 、 循 序 渐进 的 原则 。 为 了 适应 不 同 读者 的 需要 ， 在 内 容 上 不 受 教 学 时 数 的 限制 ， 
可 以 根据 情况 选用 其 中 的 章节 ， 也 可 将 其 中 的 某 些 章节 安排 自学 。 同 时 ， 考 虑 到 
该 书 应 对 工程 实际 有 一 定 参考 价值 ， 有 鉴于 此 ， 该 书 在 系统 上 分 为 三 大 部 分 ， 包 
含 三 篇 共 12 章 。 

第 1 章 引言 ， 主 要 介绍 结构 动力 学 基本 思想 、 主 要 研究 内 容 及 研究 方法 。 

第 一 篇 ， 共 6 章 (第 2~7 章 )。 针 对 结构 动力 学 第 一 类 大 问题 ， 着 重 介绍 与 固 
有 特性 有 关 的 基本 概念 、 基 本 理论 与 分 析 方 法 ， 包 括 定理 证 明 、 数 值 分 析 与 参数 
辨识 原理 。 

第 二 篇 ， 共 3 章 (第 8~10 章 )。 针 对 结构 动力 学 的 第 二 类 大 问题 ， 着 重 介绍 动 
力 响 应 的 基本 概念 及 求解 动力 响应 的 各 种 方法 ， 主 要 是 数值 积分 方法 和 横 态 登 加 
法 。 介 绍 了 动力 响应 所 包含 的 基本 内 容 、 数 学 表达 式 及 其 物理 实质 ， 以 及 各 种 方 
法 本 身 所 依据 的 基本 理论 。 

第 三 篇 ， 共 2 章 ( 第 11 章 和 12 章 )。 这 一 篇 在 前 两 篇 基本 理论 与 基本 方法 的 
基础 上 介绍 了 结构 动力 学 在 实际 应 用 中 的 一 些 有 代表 性 的 实例 ， 对 工程 应 用 有 一 
定 的 参考 价值 。 所 涉及 的 纺 、 杆 、 梁 、 环 、 膜 、 板 、 壳 的 振动 向 题 ， 既 是 工程 中 
最 常见 的 问题 ， 又 是 结构 动力 学 中 最 基本 的 问题 。 本 篇 还 介绍 了 较 复 杂 的 固 液 耦 
合 振动 问题 。 

本 书 的 编写 吸收 了 许多 中 外 科学 家 的 研究 成 果 和 工程 界 大 量 的 实践 成 果 。 作 
者 在 总 结 了 他 人 研究 成 果 的 基础 上 ， 结 合 自己 多 年 从 事 结构 动力 学 研究 的 成 果 以 
及 实际 授课 的 经 验 和 体会 编写 了 本 书 。 本 书 的 内 容 曾 作为 国防 科技 大 学 航天 技术 
系 有 关 专 业 三 届 研 究 生 课程 的 讲授 内 容 。 

本 书 主要 的 读者 为 研究 生 ， 也 可 作为 工程 技术 人 员 的 参考 书 。 

由 于 作者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 存在 不 妥 之 处 ， 欢 迎 各 界 同 仁 批评 指正 。 

感谢 所 有 关心 、 支 持 、 帮 助 本 书 出 版 的 人 们 。 


编著 者 
1997 £6 H 
国防 科学 技术 大 学 
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第 1 章 绪 论 


1.1 结构 动力 学 研究 的 基础 内 容 


1. 结构 动力 学 的 任务 | 

一 个 结构 受到 随时 间 变 化 的 动 载荷 与 仅 受 到 不 随时 间 变 化 的 静 载 荷 时 所 表现 
的 力学 现象 是 不 同 的 。 一 个 幅 值 为 po 的 静 载 荷 作用 于 结构 时 ， 可 能 远 不 至 于 使 它 
产生 破坏 ， 但 同样 幅 值 的 动 载荷 作用 于 同样 的 结构 就 完全 有 可 能 使 结构 破坏 ， 即 
使 不 造成 结构 的 破坏 ， 由 于 动 载荷 所 引起 的 结构 振动 也 可 能 会 影响 结构 的 正常 工 
作 。 比 如 ，1958 年 发 射 的 美国 第 一 颗 人 造 地 球 卫 星 Explorer I, TEA HUR. E 
星体 外 面 的 四 根 鞭 状 天 线 的 弹性 振动 造成 系统 的 内 能 耗 散 ， 最 后 导致 卫星 状态 失 
稳 而 翻滚 。 又 如 ，1982 年 日 本 发 射 的 技术 实验 卫星 ， 由 于 挠 性 太阳 能 电池 辟 的 微 
小 振动 干扰 了 姿态 控制 系统 ， 使 卫星 无 法 正常 工作 。 当 然 ， 振 动 也 有 它 有 利 的 一 
面 ， 如 采 煤 钼 、 打 夯 机 等 ， 其 工作 原理 就 是 直接 利用 了 振动 的 特点 。 凡 此 种 种 ， 
无 一 不 说 明 结构 的 动力 特性 与 静 力 特性 是 完全 不 一 样 的 。 然 而 要 使 结构 不 受 动 载 
荷 的 作用 是 难以 保证 的 。 因 此 对 于 工程 实际 结构 ， 无 论 是 在 设计 还 是 在 使 用 时 ， 
常常 需要 准确 而 迅速 地 分 析 或 预测 它们 的 动力 特性 。 

研究 结构 在 动 载荷 作用 下 所 表现 出 来 的 动态 特性 就 是 结构 动力 学 的 基本 任 
务 。 结 构 动 力 特性 中 最 基本 的 两 个 特性 就 是 自由 振动 和 强迫 响应 。 前 者 取决 于 初 
始 条 件 ， 反 映 了 结构 本 身 的 固有 特性 ， 后 者 将 取决 于 外 部 对 结构 的 输入 。 

高 等 结构 动力 学 的 任务 不 仅 要 研究 结构 在 动 载荷 作用 下 表现 出 的 各 种 各 样 的 
物理 现象 ， 而 且 要 揭示 现象 背后 的 物理 实质 和 内 部 规律 。 它 从 结构 动力 学 的 一 般 
性 问题 出 发 ， 从 理论 上 研究 结构 动力 特性 的 本 质问 题 。 


2. 结构 动力 学 的 三 个 要 素 


结构 动力 学 的 三 个 要 素 是 输入 (激励 ) 、 系 统 (结构 本 身 ) 和 输出 (响应 ) 。 

(1) 输入 是 动态 的 ， 即 随时 间 变 化 的 ; 变化 规律 可 以 是 周期 的 、 瞬 态 的 和 随机 
的 ;输入 的 形式 是 多 样 的 ， 可 以 是 力 、 位 移 、 能 量 等 ， 输 入 可 以 是 单 点 输入 ， 也 
可 以 是 多 点 输入 。 

(2) 系统 可 以 是 线性 的 ， 也 可 以 是 非 线性 的 。 对 于 线性 系统 ， 丢 加 原理 成 立 ， 
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系统 自由 振动 的 频率 及 模 态 是 系统 所 固有 的 ， 其 特性 不 随时 间 改 变 ， 而 非 线性 系 
统 没 有 相对 应 的 固有 特性 。 本 书 只 讨论 线性 系统 。 同 时 ， 系 统 可 分 为 保守 系统 和 
非 保守 系统 。 有 阻尼 的 系统 ， 存 在 能 量 耗 散 ， 是 非 保守 系统 。 在 振动 控制 理论 中 ， 
修改 结构 系统 动态 品质 的 一 个 行 之 有 效 的 方法 就 是 增加 阻尼 系统 的 能 量 耗 散 。 

(3) 输出 即 结构 系统 对 输入 的 响应 。 从 时 间 的 概念 出 发 可 以 分 为 周期 振动 、 瞬 
态 振动 和 随机 振动 等 ， 从 空间 的 概念 出 发 可 以 分 为 纵向 振动 、 弯 曲 振动 、 扭 转 振 
动 及 组 合 振动 等 ， 输 出 也 可 以 是 单 输出 或 多 输出 。 不 论 什么 样 的 结构 ， 也 不 论 什 
么 样 的 输入 ， 响 应 都 将 以 一 定 的 形式 表现 出 来 。 

在 振动 问题 中 ， 内 容 与 形式 是 统一 的 。 系 统 ( 结 构 ) 是 引起 振动 的 内 因 ， 结 构 
的 固有 特性 是 结构 动态 品质 的 决定 因素 ， 输 入 是 外 因 ， 外 因 通 过 内 因而 起 作用 ， 
最 后 以 输出 的 形式 表现 出 来 。 

3. 结构 动力 学 的 研究 范畴 

在 上 述 的 三 个 要 素 中 ， 已 知 其 中 任意 两 个 求 第 三 个 的 问题 都 是 结构 动力 学 研 
究 的 范畴 。 

(1) 响应 预测 .已 知 输入 和 系统 求 输出 。 

(Q) 系统 辨识 已 知 输入 和 输出 ， 确 定 系统 的 特征 参数 。 

(3) 测量 问题 ， 已 知 系统 和 输出 求 输入 。 

第 一 个 问题 称 为 正 问题 ， 后 两 个 问题 又 统称 为 着 问题 。 在 本 书 中 只 涉及 第 一 
和 第 二 个 问题 。 研 究 的 基本 内 容 分 为 两 大 类 : 固有 特性 问题 和 响应 问题 。 


1.2 结构 动力 学 研究 的 基本 方法 
1. 研究 步骤 


在 结构 动力 学 分 析 中 常用 的 研究 步 又 如 图 1.2.1 所 示 。 从 大 的 方面 主要 分 为 设 
计 、 分 析 、 试 验 和 再 设计 。 本 书 所 涉及 的 主要 内 容 属于 分 析 部 分 。 这 一 部 分 的 两 
个 关键 : 一 是 建立 方程 ， 二 是 求解 方程 。 


2. 建 模 


1) 建 模 工作 

首先 引入 一 些 假设 将 实际 的 结构 进行 简化 ， 得 到 便于 分 析 的 形式 ， 其 次 根据 
结构 所 处 状态 ， 确 定 一 系列 的 参数 ， 如 几何 尺寸 、 材 料 特性 、 约 束 边界 等 ， 最 后 
建立 一 组 数学 方程 来 描述 所 要 分 析 的 模型 。 建 立 的 方程 或 数学 模型 应 能 反映 结构 
动力 学 问题 中 的 主要 方面 ， 并 能 较 全 面 、 客 观 地 反映 物理 现象 的 本 质 ， 这 是 分 析 
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的 关键 之 一 。 建 模 就 是 建立 结构 动力 学 基本 运动 方程 及 其 定 解 条 件 。 


中 结构 。 |! 设计 

i A ' 分 析 
I l 
(分析 模 型 动力 特性 | 
' (基本 假设 ) 《微分 方程 》 _ L (方程 的 解 | 


改变 设计 
《改变 假设 》 


图 1.2.1 结构 动力 学 研究 框图 


2) 建 模 方法 

建 模 的 方法 总 体 上 目前 有 两 种 : 一 是 试验 的 方法 ， 二 是 分 析 的 方法 。 本 书 主 
要 涉及 分 析 的 方法 ， 主 要 依据 是 力学 基本 原理 和 变 分 原理 。 

根据 问题 分 析 的 需要 ， 可 采用 相应 的 微分 原理 ( 当 取 微 元 体 作 研究 对 象 时) , 
也 可 采用 相应 的 积分 原理 ( 当 取 整个 系统 为 研究 对 象 时 ) 。 力 学 微分 原理 主要 是 牛 
顿 定律 和 达 衣 贝尔 原理 ， 力 学 积分 原理 主要 是 能 量 守恒 定律 和 动量 守恒 定律 。 微 
分 变 分 原理 主要 是 虚 功 原理 ， 积 分 变 分 原理 主要 是 哈密 顿 原理 。 此 外 ， 有 限 元 的 
基本 概念 、 弹 塑性 基本 理论 以 及 其 他 力学 基本 原理 ， 也 将 在 本 书 中 直接 用 来 帮助 
建立 数学 模型 。 

3) 常用 分 析 模 型 

针对 连续 系统 的 分 布 参数 模型 如 式 (1.2.1) 所 示 ， 这 种 模型 是 用 偏 微分 方程 来 
描述 的 ， 如 弦 的 振动 方程 


Ou 18u 
BE a (1.2.1) 

任何 一 个 实际 结构 都 是 一 个 连续 系统 ， 如 果 模 型 正确 ， 那 么 用 偏 微分 方程 就 能 
人 够 精确 地 描述 动力 学 问题 ; 如 果 能 求 得 其 偏 微分 方程 的 解析 解 ， 也 就 得 到 了 问题 的 
精确 解 。 虽 然 如 此 ， 实 际 中 人 们 却 往往 采用 所 谓 的 集中 参数 模型 。 这 是 因为 一 方面 
建立 偏 微分 方程 是 从 局 部 着 眼 ， 对 于 较 繁 杂 的 问题 难以 建 模 ， 另 一 方面 ， 方程 的 求 
解 比 较 困 难 ; 再 者 ， 实 际 工程 问题 所 关心 的 并 不 是 问题 的 全 部 ， 而 是 起 关键 作用 的 
方面 。 集 中 参数 模型 是 用 常 微分 方程 来 描述 的 。 最 常用 的 是 有 限 元 模型 


MK(0) + CKO) + Kx(t) = f () (1.2.2) 


其 中 ，M,C ,KK 为 矩阵 ，x(1), /0) 为 向 量 ， 式 (1.2.2) 为 线性 常 微分 方程 组 。 
求解 KDJ =0 时 的 齐 次 方程 ， 得 到 方程 的 通 解 ， 将 反映 系统 的 自由 振动 特性 。 
求解 它 所 对 应 的 特征 方程 得 到 系统 特征 解 ， 将 反映 结构 的 固有 特性 。 
RESO zz0 时 的 非 齐 次 方程 ， 得 到 方程 的 特 解 ， 将 反映 输入 载荷 的 特点 。 


3. 分 析 与 求解 


1) 理论 分 析 

理论 分 析 包 括 求解 微分 方程 的 解析 解 ， 以 及 对 解 中 所 隐 含 的 物理 实质 进行 分 
析 ， 得 出 一 般 性 原理 ， 又 根据 这 些 一 般 性 原理 去 指导 一 个 新 问题 的 分 析 ， 而 得 到 
新 的 结论 。 

通过 分 析 由 齐 次 微分 方程 所 描述 的 自由 振动 ， 可 以 得 到 结构 的 固有 特性 ， 即 
固有 频率 和 国有 模 态 的 若干 重要 性 质 。 这 些 性 质 反 过 来 又 可 指导 结构 设计 。 通 过 
分 析 由 非 齐 次 微分 方程 所 描述 的 强迫 振动 ， 可 以 得 到 结构 在 受到 各 类 载荷 时 所 表 
现 的 物理 现象 ， 对 于 防 灾 减灾 ， 或 利用 振动 造福 人 类 有 很 好 的 指导 作用 。 

2) 数值 分 析 

数值 分 析 主 要 是 弥补 理论 分 析 的 不 足 。 因 为 并 不 是 所 有 问题 都 能 找到 解析 解 ， 
一 方面 对 于 实际 问题 的 建 模 就 带 有 许多 假设 前 提 ， 即 模型 本 身 就 很 难 是 精确 的 ; 
另 一 方面 ， 由 于 数学 上 的 困难 使 方程 难于 求解 。 目 前 已 发 展 了 许多 数值 求解 的 方 
法 ， 无 论 是 求解 结构 的 固有 特性 问题 ， 还 是 结构 的 响应 都 是 行 之 有 效 的 。 因 此 ， 
在 结构 动力 学 分 析 中 应 用 较 多 的 是 数值 分 析 方 法 。 数 值 分 析 方 法 不 仅 能 给 出 一 定 
精度 的 数值 解 ， 同 时 ， 通 过 这 些 解 同样 能 分 析 得 到 结构 动力 特性 中 的 种 种 规律 。 

3) 综合 技术 

除了 上 述 方法 外 ， 还 发 展 了 利用 部 件 的 动力 特性 去 综合 一 个 大 型 复杂 结构 的 
动力 特性 的 方法 ， 依 此 来 解决 大 型 复杂 结构 在 试验 和 求解 中 的 困难 。 这 种 方法 即 
所 谓 动态 子 结构 法 或 部 件 模 态 综合 法 。 另 外 一 种 综合 技术 是 模 态 登 加 法 ， 是 求解 
线性 系统 响应 的 一 种 方法 ， 综 合 过 程 是 在 模 态 空间 中 完成 的 。 

科学 的 发 展 是 无 止境 的 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 结 构 动 力学 所 研究 的 范畴 必 
将 拓宽 ， 更 多 行 之 有 效 的 分 析 方 法 和 解决 方法 也 会 不 断 产 生 。 但 学 习 结 构 动 力学 
最 首要 的 是 掌握 它 的 基本 原理 ， 这 些 是 在 长 期 实践 的 基础 上 总 结 出 来 ， 并 被 实践 
所 证 明 ， 义 将 对 实践 产生 重要 影响 的 基本 理论 。 由 于 结构 受 静 载荷 作用 和 受 动 载 
荷 作 用 所 产生 的 现象 是 完全 不 同 的 ， 其 分 析 方 法 也 有 本 质 区 别 。 因 此 ， 在 学 习 结 
构 动 力学 时 ， 一 定 要 把 握 关 键 ， 抓 住 特点 ， 透 过 现象 看 本 质 ， 全 面 、 系 统 、 深 刻 
地 掌握 结构 动力 学 知识 。 
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思考 题 与 习题 


结构 动力 学 的 主要 研究 内 容 是 什么 ? 

结构 动力 学 的 三 要 素 是 什么 ? 

结构 动力 学 分 析 包 括 哪 三 类 基本 问题 ? 各 有 什么 特点 ? 

对 结构 动力 学 系统 ， 参 数 辨 识 有 哪 几 种 类 型 ? 

描述 结构 动力 学 系统 有 几 类 模型 ? 这 儿 种 模型 有 什么 关系 ? 
结构 动力 学 分 析 的 基本 方法 有 几 类 ? 相互 关系 如 何 ? 

作用 在 结构 动力 学 系统 上 的 动 载荷 包括 哪 几 种 类 型 ? 举例 说 明 。 
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确定 某 个 机 械 系 统 几何 位 置 的 独立 参数 的 数目 称 为 自由 度数 。 如 果 确 定 某 机 
械 系 统 几 何 位 置 仅 需 1 个 独立 参数 ， 那 么 就 称 这 个 系统 为 单 自由 度 (single degree 
of freedom, SDOF) 系统 .图 2.1.1 给 出 了 单 自由 度 系 统 的 三 个 例子 ,其 中 图 2.1.1 (a) 
为 一 有 阻尼 弹 答 振子 ， 图 2.1.1(b) 为 一 横向 单 圆 盘 轴 的 有 阻尼 扭转 振动 系统 ， 图 
2.1.1 (0) 为 一 端 具有 集中 质量 的 有 阻尼 悬臂 梁 微 幅 振动 。 单 自由 度 系统 虽然 比较 简 
单 ， 但 是 研究 它 具 有 重要 意义 ;一 方面 ， 许 多 实际 系统 可 以 比较 准确 地 简化 为 单 


自由 度 系统 ， 另 一 方面 ， 单 自由 度 系 统 的 一 些 重要 概念 、 特 性 和 研究 方法 ， 同 时 
又 是 研究 更 复杂 系统 振动 问题 的 基础 。 
> —< 


k Qt 


(a) (b) (c) 
图 2.1.1 单 自 由 度 系统 


本 章 中 按照 先 自由 振动 、 后 强迫 振动 的 顺序 来 介绍 单 自 由 度 系统 振动 。 在 和 
由 振动 中 首先 讨论 比较 简单 的 无 阻尼 系统 ， 并 在 其 基础 上 引入 阻尼 的 影响 。 根 据 
阻尼 的 大 小 将 有 阻尼 系统 的 自由 振动 分 为 过 阻尼 、 临 界 阻 尼 和 从 阻尼 三 种 状态 来 
介绍 。 在 强迫 振动 部 分 中 ， 将 激励 力 按时 间 特 性 分 为 周期 激励 和 非 周 期 激励 两 类 
来 讨论 其 作用 引起 的 系统 强 追 振动 响应 以 及 不 同 激励 力 所 采 用 的 研究 方法 。 此 外 
还 介绍 了 基础 振动 和 隔 振 原理 等 内 容 。 


22 无 阻尼 系统 的 自由 振动 
1. 单 自 由 度 系 统 振动 微分 方程 
FAAR 2.1.1(a) 所 示 的 单 自 由 度 模型 一 一 弹 往 -质量 系统 (spring-mass 
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systems) 为 例 对 单 自 由 度 体系 进行 受 力 分 析 ， 如 图 2.2.1 所 示 。 假定 质量 块 偏离 静 
平衡 位 置 (虚线 表示 ) 的 位 移 为 x (人 0, 此 时 共有 三 种 力作 用 在 质量 块 上 。 
(1) WEJ (restoring force) ”由 弹簧 变形 产生 的 弹性 力 为 


F.= -kc (Ó (2.2.1) 


x0 -| |<— 


图 2.2.1 弹簧 质量 系统 受 力 分 析 


(2) 阻 尼 为 (damping force) xE KAHR PERJE (viscous damping) 模型 ， 其 中 
假设 质量 振动 时 所 受 的 阻尼 作用 与 其 运动 速度 成 正比 。 若 用 A 表示 阻尼 力 ， 则 


Fy = —cex(t) (2.2.2) 


(3) 激励 力 (exciting force) ”人 外 部 作用 在 质量 块 上 的 力 。 一 般 情况 下 为 时 间 的 
函数 ， 可 以 表示 为 Fe) 。 
根据 牛顿 第 二 定律 可 以 导出 下 式 : 


F = F, + F, + F. = —kx(t) —cx(t) + F. (t) = mx(t) (2.2.3) 


将 式 (2.2.3) 整 理 为 
mix(ft) + ex(t) + kx(t) = F(t) (2.2.4) 
A (2.2.4) 即 为 单 白 由 度 系统 的 运动 微分 方程 ， 通 常 称 为 运动 方程 。 这 是 一 -个 
二 阶 线性 非 齐 次 常 微 分 方程 。 
2. 无 阻尼 系统 自由 振动 微分 方程 
系统 受到 起 始 扰动 的 激发 所 产生 的 振动 称 为 自由 振动 ， 是 没有 外 界 能 量 补充 
的 振动 ， 即 在 振动 过 程 中 不 受 激 励 力 作用 。 如 果 阻 尼 力 也 可 忽略 不 计 ， 则 称 为 无 
阻尼 自由 振动 (undamped free vibration) 。 由 式 (2.2.4) ， 无 阻尼 自由 振动 的 振动 微 
分 方程 为 
mX(t) + kx(t) = 0 (2.2.5) 
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ES 


o -上 (2.2.6) 
m 


则 将 式 (2.2.6) 代入 式 (2.2.5) 得 
5(D+w2x()=0 (2.2.7) 
式 (2.2.7) 是 单 自由 度 系统 无 阻尼 自由 振动 的 标准 微分 方程 ， 它 是 二 阶 齐 次 线 
性 常 微分 方程 。 其 通 解 为 
x = C sin(@,f) + C, cos(@,t) (2.2.8) 
其 中 常数 Ci 和 C, 可 根据 运动 的 初始 条 件 求 出 ， 设 4=0 PF, x=x > X=x, RA 
式 (2.2.8) 求 出 常数 Cl,Cz 后 ， 得 


x= sino 有 + xo cos(o@,t) (2.2.9) 
@, 


若 令 x= Asing, x /0,=Acos@, WI EMSJrAgRBIAE2S 


x= Asin(@,t +o) (2.2.10) 
其 中 


~2 
A= |C2 +C2 = 图 +x, tng = 他 = 多 (2.2.11) 
n 1 


Xo 
由 式 (2.2.10) 可 以 看 出 单 自 由 度 无 阻尼 自由 振动 为 简 谐 振动 。 简 谐振 动 属 于 周 
期 性 振动 。 容 易 看 出 : On 就 是 简 谐 振动 的 角 频 率 。 由 式 (2.2.6) 得 


` o, = | (2.2.12) 
m 


工程 中 常用 每 秒 钟 内 系统 振动 的 次 数 来 表示 自 振 频率 ， 表 示 如 下 : 


0 1 jk 
== 2.2.13 
Ír 27 2n\m ( - ) 


系统 一 次 振动 的 时 间 表 示 为 周期 。 单 自由 度 无 阻尼 自由 振动 的 周期 为 


T, -2E oan |. 1 (2.2.14) 
@ k h 
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由 以 上 讨论 可 得 ， 几 只 由 系统 本 身 的 刚度 k 和 质量 m 决定， 而 与 初始 条 件 
无 关 ， 故 称 为 固有 和 角 频 率 (简称 为 固有 频率 或 自然 频率 (natural frequency) ); 而 振 
幅 4 和 相位 角 9 都 由 初始 条 件 确定 。 图 2.2.2 为 无 阻尼 自由 振动 的 运动 曲线 ， 也 
称 时 间 历 程 曲线 。 


-一 一 
图 2.2.2 无 阻尼 自由 的 振动 运动 曲线 
从 能 量 角 度 来 看 , 无 阻尼 自由 振动 系统 为 保守 系统 , 其 机 械 能 守恒 , 即 动能 7 
和 势能 六 之 和 保持 不 变 : 
7+ 和 = 常数 (2.2.15) 
因此 ， 动 能 为 零 时 势能 达到 最 大 值 ， 将 动能 取 最 大 值 时 的 势能 取 为 零 ， 则 有 
(2.2.16) 


Tnax = Vmax 
由 前 面 导 出 无 阻尼 自由 振动 的 普遍 规律 为 
x= Asin(o,t+@), x= A@,cos(o,t + @) (2.2.17) 


对 应 的 最 大 动能 和 最 大 势能 分 别 为 


Trax -1 Aos, Vax =l; (2.2.18) 
2 2 
将 式 (2.2.18) 代入 式 (2.2.16) ， 也 可 以 导出 固有 频率 公式 (2.2.12) 。 

例 2.2.1 如 图 2.2.3 所 示 一 简 支 深 ， 在 跨度 为 0， 抗 弯 刚度 为 EI 的 轻 质 弹性 
梁 中 点 处 有 一 质量 为 m 的 重 物 ， 并 且 梁 的 中 点 下 端 与 一 刚度 系数 为 b=24EZF 的 
弹 得 相连 ， 试 求 系统 的 固有 和 角 频 率 Ono | 

解 ” 轻 质 梁 不 计 自 重 。 根 据 材 料 力学 的 公式 ， 可 以 求 出 简 支 梁 中 点 作用 集中 
力 玉 后 ， 中 点 的 变形 量 为 


FP 
W=—— 
48EI 
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由 此 可 得 ， 该 梁 的 等 效 刚度 为 


m | LEI 
u... 


图 2.2.3 弹性 简 支 梁 


分 析 可 得 ， 系 统 相当 于 两 个 刚度 系数 分 别 为 ,的 弹 自 并 联 ， 所 以 总 的 刚度 系数 
为 


48E] 24E} 72EI 
+ = 
P P P 


所 以 由 式 2.212 得 到 系统 的 固有 角 频 率 为 


fE | ml 
@, = | 一 - = 

m T2EI 
例 222 图 2.2.4 中 弹簧 摆 的 摆 锤 为 一 质量 为 m 的 小 球 ， 摆 长 为 1, MEZ 


略 。 在 a 处 两 侧 各 受 刚 性 系数 为 下 的 弹簧 支 持 。 试 求 系统 做 微 幅 摆动 的 固有 角 频 
率 Opo 


k=k +k, = 


解 ”弹簧 摆 为 单 自由 度 有 势 振动 系统 。 取 摆 角 
2 为 三 义 坐 标 ， 系 统 的 动能 了 和 势能 秋分 别 为 


I :2 
T =—m(I0 
z” ) 
_1 2 _，202 1 2 
V =5 Kab) +mglI(1 — cos0) = ka“ 0 +y mgl0 


应 用 机 械 能 守恒 定律 ， 得 


图 2.24 弹簧 机 Fm + (re + = 常数 


对 时 间 + 求 一 次 导数 则 得 到 系统 自由 摆动 的 数学 模型 为 
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由 此 可 见 系统 的 固有 和 角 频 率 为 


2 
2ka £ 
m l 


O, = 
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在 2.2 节 中 所 论述 的 无 阻尼 自由 振动 状态 是 一 种 理想 情况 。 实 际 系统 振动 过 
程 中 不 可 避免 地 存在 着 各 种 阻尼 因素 ， 如 接触 面 的 摩擦 、 流 动 介质 或 磁场 的 阻力 


和 弹性 材料 的 内 阻尼 等 。 


当 物 体 运动 的 速度 不 是 很 大 时 ， 黏 性 流体 介质 的 


阻力 近似 与 速度 成 正比 ， 称 


这 种 阻尼 为 蒜 性 阻尼 。 图 2.3.1 中 所 示 为 -- 灰 性 阻尼 器 ， 其 阻尼 系数 为 c， 那 么 物 
体 所 受到 的 阻尼 力 为 -cf 。 根 据 牛 顿 第 二 定律 可 得 到 有 阻尼 白 由 振动 系统 的 振动 


微分 方程 
BX + CX + kx = 0 
图 2.3.1 #EFF)gz% ge 
ES 


k 
—=2n, 一 = 
m 


则 上 式 可 改写 为 标准 形式 的 振动 微分 方程 


+2nr+ wx=0 


(2.3.1) 


(2.3.2) 


(2.3.3) 


这 是 一 个 二 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 ， 其 通 解 可 设 为 x= 4e"， 代 入 式 (2.3.3) 导 
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出 特征 方程 为 
s’ +218+0O2 =0 (2.3.4) 


特征 解 为 
s=-n+ J - o? (2.3.5) 
由 于 阻尼 系数 与 固有 和 角 频 率 o@, 的 大 小 关系 不 同 ， 特 征 解 有 以 下 三 种 情况 。 
1. 过 阻尼 情况 : n> oO, 
在 此 种 情况 下 ， 特 征 解 s 为 两 个 负 实 根 


312 =-(nF Vr -o | (2.3.6) 
则 振动 微分 方程 的 解 为 


(ey ,nay 


x= Ae + Be (2.3.7) 


其 中 ， 系 数 4 和 8B 为 待定 常数 ， 它 们 由 初始 条 件 来 确定 。 除 此 之 外 ， 初 始 条 件 的 
不 同 也 会 影响 振动 的 时 间 历 程 曲 线 ， 图 2.3.2 h, a 曲线 对 应 初始 条 件 为 区 >0， 
为 >0 时 ; b 曲线 对 应 初始 条 件 加 >0 ， 加 <0 Hlal: c 曲线 对 应 初始 条 件 
为 加 >0， 加 <0 且 | 加 | 较 大 时 。 但 是 不 管 初始 条 件 如 何 ， 过 阻尼 状态 下 振动 时 间 
历程 曲线 都 是 非 往复 的 衰减 曲线 。 


图 2.3.2 ”过 阻尼 状态 运动 曲线 


2. 临界 阻尼 情况 : n=o, 
这 种 状态 比较 特殊 ， 特 征 解 s 为 两 个 相等 的 实 根 ，s1 =s,= -n。 振 动 微分 方程 
的 解 为 
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x=(A+ Bt)e ”' (2.3.8) 
其 中 ， 系 数 4 和 B 为 取决 于 初始 条 件 的 待定 常数 。 如 图 2323 所 示 ， 临 界 阻尼 状 


态 下 的 时 间 历 程 曲 线 也 为 非 往复 的 衰减 曲线 。 
将 临界 阻尼 状态 下 的 阻尼 系数 定义 为 临界 阻尼 系数 ， 用 ce 表示 。 由 n=o, 可 


得 
c. =2Vmk = 2mo, (2.3.9) 


进而 引入 阻尼 比 的 概念 ， 阻 尼 比 上 等 于 系统 的 阻尼 系数 与 临界 阻尼 系数 的 
比值 ， 表 示 如 下 


(2.3.10) 


H 
On 


图 2.3.3 ”临界 阻尼 状态 运动 曲线 


3. 欠 阻 尼 情 况 : n< 
此 时 ， 两 个 特征 根 si, 是 一 对 共 辆 复数 


512=—Atj@ -n =—n+ jO, (23.11) 


其 中 


P =l, o= o-r =o, 1-8 (2.3.12) 
md 称 为 有 阻尼 固有 频率 ， 振 动 微分 方程 的 解 为 


x=e "(Ce + C e io) (2.3.13) 


sin(@,t) = x ee _ e js) 
J 
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cos(@,t) = > (els +e jr) (2.3.14) 


代入 式 (2.3.13) ， 得 
x=e"“[C, cos(@;t) + C, sin(ot)] = Ae” sin(@zt + @) (2.3.15) 


其 中 ，C; 和 C, 为 待定 常数 , 4 和 9 分 别 为 初始 振幅 和 初 相 角 ， 这 四 个 参数 都 由 初 
始 条 件 确 定 。 设 初始 条 件 为 : 当 != 0 时，x= xy, x=x  , WAKEANA SN 2.3.15) 解 得 
Xo + ZO,X0 


G=% C4= 
Wa 


. 2 
A= JC2 +C -p(t (2.3.16) 


Ca 


@ =arctan ($) = arc tan — “420 
C4 Xo + Op Xo 
AR (2.3.15) 中 可 以 看 出 , 欠 阻 尼 状 态 下 的 自由 振动 并 不 是 真正 意义 上 的 简 谐 
振动 ， 其 振幅 在 振动 过 程 中 有 按 指数 规律 衰减 现象 ， 如 图 23.4 所 示 ， 但 可 以 称 其 
为 准 简 谐振 动 。 这 样 欠 阻尼 自由 振动 的 周期 就 可 以 定义 为 


n= (2.3.17) 
Wa Vo -n? o, J1— £ 


图 2.3.4 欠 阻 尼 状 态 振动 曲线 


综 上 所 述 ， 只 有 在 欠 阻 尼 状 态 下 系统 才 会 形成 往复 振动 。 而 且 由 式 (23.10) 
可 知 , 阻尼 比 & 也 可 以 作为 区 分 以 上 三 种 状态 的 依据 : <>1 对 应 过 阻尼 状态 ; &=1 
对 应 临界 阻尼 状态 ，e<1 对 应 欠 阻 尼 状 态 。 

对 于 一 般 的 结构 物 来 说 ，n < w,， 即 ££ <1, 的 值 -- 般 在 2%~10%。 所 以 式 
(2.3.12) 右 端的 根 号 内 非常 接近 1， 通 常 近似 地 认为 ws=awv。 因 此 ， 在 计算 系统 的 
自 振 频 率 时 ， 可 不 考虑 阻尼 的 影响 。 | 

为 评价 阻尼 对 振幅 衰减 快慢 的 影响 引入 减 幅 系数 x， 将 其 定义 为 相 邻 两 个 振 
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幅 之 比 


Ol, 
Á; Ae ° ü oT 


= = 一 一 一 一 一 š ” 
C Aa Ae Gs) S (2.3.18) 


n 


从 式 (2.3.18) 中 可 以 看 出 阻尼 比 与 衰减 系数 成 正 相 关 关 系 ， 即 阻尼 比 越 大 ， 振 


幅 衰减 就 越 明显 。 在 实际 工作 中 (阻尼 比 “ 非常 小 ) ， 为 方便 起 见 ， 又 引入 对 数 衰 
减 率 ó 的 概念 ， 其 实 就 是 将 振幅 衰减 系数 取 自 然 对 数 。 
ó=mg=m d = £o,T, = ¿o T, = 20é (2.3.19) 
i+] 


将 式 (2.3.18) 引申 为 相隔 7 了 个 周期 的 振幅 之 比 


á- e) . |£) =?! (2.3.20) 
Airy Ain 4... Ais; 


因此 ， 可 以 很 方便 地 计算 对 数 衰减 率 


5- l 4 (2.3.21) 
J Aisy 
例 2.3.1 对 于 阻尼 较 小 (所 0.1) 的 系统 ， 实 验 中 有 时 可 用 半 振 幅 方法 测定 阻 
尼 比 < 此 在 振幅 衰减 曲线 的 包 络 线 上 已 测 得 相隔 N( 可 以 为 小 数 或 分 数 ) 个 周期 的 两 
点 PC 之 间 幅 值 正 好 减 小 一 半 ， 试 确定 系统 阻尼 比 é 
RO 振幅 衰减 曲线 的 包 络 线 方程 为 x= Ae ° 。 设 P,Q 两 点 的 包 络 线 上 的 幅 
值 为 XP 和 Xo» 则 有 


将 式 (2.3.17) 代 入 上 式 得 到 


当 如 之 1 时 上 式 近似 为 


2xN¿=1]n2 
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”由 此 得 出 


_ In2 0.411 
2aN N 


或 直接 代入 式 (2.3.21) 求 出 对 数 衰 减 率 65， 再 利用 式 (2.3.19) 也 可 以 求 出 系统 阻尼 
HE čo 
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系统 在 有 持续 激励 时 所 产生 的 振动 称 为 强迫 振动 。 激 励 的 来 源 可 分 为 以 下 两 
种 ， 一 类 是 力 激 励 ， 其 可 以 是 直接 作用 在 机 械 运 动物 体 上 的 力 ， 也 可 以 是 旋转 机 
械 或 往复 运动 机 械 中 不 平衡 量 引 起 的 惯性 力 ， 另 一 类 是 由 支承 运动 而 导致 的 位 移 
激励 、 速 度 激励 以 及 加 速度 激励 。 如 果 按 时 间 变 化 规律 来 分 又 可 将 激励 分 为 简 谐 
激励 、 周 期 激励 和 任意 激励 。 其 中 简 谐 激励 是 周期 激励 的 特例 ， 可 以 将 其 作为 研 
究 一 般 周 期 激励 的 基础 。 因 此 ， 为 了 研究 周期 激励 作用 下 的 系统 响应 ， 首 先 要 研 
究 最 基本 的 强迫 振动 一 一 简 谐 激励 作用 下 产生 的 强迫 振动 。 


1. 简 谐 激励 作用 下 的 振动 微分 方程 


根据 式 (2.2.4) ， 将 所 受 外 力 F.(D 换 为 简 谐 激励 力 Fosin (wt)， 就 可 以 得 到 单 
自由 度 系统 在 简谱 激励 力作 用 下 的 受 迫 振动 微分 方程 


mX + cx + kx = F sin(@t) (2.4.1) 


若 令 h=Fo/m，n 和 ww; 定义 如 前 ， 则 得 到 运动 方程 的 标准 形式 
ï+ 2n + wx = hsin(@t) (2.4.2) 


A (2.4.2) 为 二 阶 非 齐 次 线性 常 微分 方程 ,其 解 x 由 齐 次 方程 的 通 解 2 和 非 齐 次 方 
程 的 特 解 x 两 部 分 组 成 。 当 系统 为 欠 阻 尼 状 态 时 ，xi 就 是 2.3 节 中 所 讨论 过 的 有 
阻尼 自由 振动 微分 方程 的 解 ， 其 特点 为 振动 频率 为 有 阻尼 固有 频率 ， 振 幅 按 指数 
规律 衰减 ， 称 这 部 分 解 为 瞬 态 响应 或 瞬 态 振动 ， 与 xi 不同, x2 是 由 于 简 谐 激励 力 
持续 作用 而 产生 的 持续 等 幅 振 动 , 称 其 为 稳 态 响应 或 稳 态 强迫 振动 。 振动 开始 时 ， 
系统 相应 地 是 以 上 两 部 分 的 全 加。 有 阻尼 系统 在 振动 过 程 中 瞬 态 响应 的 振幅 不 断 
衰减 ， 所 以 经 过 一 段 时 间 之 后 系统 相应 就 只 剩 下 稳 态 响应 部 分 。 这 样 ， 将 系统 的 
振动 分 为 两 个 阶段 ， 第 一 阶段 就 是 振动 开始 两 种 振动 响应 合 加 的 阶段 ， 称 为 过 渡 
阶段 ， 第 二 部 分 就 是 瞬 态 响应 消失 后 ， 只 剩 下 稳 态 响应 的 阶段 ， 称 为 稳 态 阶段 。 
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由 于 稳 态 响应 比较 简单 ， 且 是 研究 瞬 态 阶段 的 基础 , 因此 首先 讨论 一 下 稳 态 阶段 。 


2. 简 谐 激励 响应 的 稳 态 阶段 
设 和 =4sin(w z ) 为 振动 微分 方程 的 特 解 , 并 将 其 代 回 方程 可 解 得 振幅 4 和 
相位 差 a 为 


A= h = Xs (2.4.3) 
Jo- f tra y0- F +20 
tna -22 _ 220 (2.4.4) 


HP, SRAME E 


j= (2.4.5) 


Xa 称 为 静 变 形 


-^ (2.4.6) 
k 


从 式 (2.4.3)~ 式 (2.4.6) 中 可 以 总 结 出 系统 稳 态 强迫 振动 的 基本 特点 : 线性 系统 
对 简 谐 激励 的 稳 态 响应 仍然 是 同 频率 的 简 谐 振动 ， 但 是 相位 要 滞后 于 简谱 激励 。 
系统 的 稳 态 响应 与 振动 的 初始 条 件 无 关 ， 只 由 系统 的 固有 特性 和 简 谐 激励 的 频率 
及 力 幅 决定 。 
式 (2.4.3) 和 式 (2.4.4) 分 别 表示 稳 态 响应 的 振幅 和 相位 与 激励 频率 之 间 的 关 
系 ， 为 方便 起 见 ， 将 这 两 个 公式 写成 无 量 网 形式 
A 1 


B= 一 = (2.4.7) 
Xt Ja- 22 + (220) 
æ = arctan 228 (2.4.8) 
l- 
RP, p 定义 为 动力 放大 系数 ， 表 示 振 幅 相 对 静 变 形 的 放大 倍数 。 
1) 无 阻尼 系统 

在 无 阻尼 系统 中 ， 阻 尼 比 <=0， 则 振幅 4 和 相位 差 a 可 化 为 

A=— g? tanw=0 (2.4.9) 


上司 
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讨 1: 


(1) E w<aw， 可 得 到 而 <1，w =0， 这 时 的 稳 态 响应 为 


x, = Lt sin(@t) (2.4.10) 
l- 


xX = s sin(@t — m) = a sin(@t) (2.4.11) 
© -l 1- 


因此 可 以 写成 统一 的 形式 , 但 在 oo 前 后 会 有 相位 差 突然 发 生 180° 的 突 化 ， 
称 这 种 现象 为 反 相 。 
同 理 ， 在 无 阻尼 系统 中 式 (2.4.7) 也 可 以 简化 为 


w Ea] (2.4.12) 


根据 式 (2.4.12) 可 以 将 动力 放大 系数 关于 频率 比 的 曲线 表示 为 图 2.4.1 所 示 结 
果 。 从 图 中 可 以 看 到 ; 当 石 趋 近 于 0 时 ， 动 力 放 大 系数 厅 趋 近 于 1; 当 互 趋 近 于 1 
时 ， 动 力 放大 系数 6 可 以 达到 无 穷 大 ， 当 名 趋 近 于 无 穷 时 ， 动 力 放 大 系数 趋 近 
于 0。 


0 PP 1 m P 2.5 3 3.5 
@(@=o/o,) 
图 2.4.1 无 阻尼 系统 6- 可 关系 曲线 
2) 有 阻尼 系统 


在 有 阻尼 系统 中 ， 以 不 同 阻尼 比 “《 为 参数 ， 根 据 式 (2.4.7) 画 出 动力 放大 系数 
与 频率 比 的 关系 曲线 一 一 p-j 曲线 ， 称 为 幅 频 响应 曲线 ， 如 图 2.4.2 所 示 。 
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Ol On 


图 2.4.2 有 阻尼 系统 幅 频 响应 曲线 


由 幅 频 响应 曲线 可 以 得 到 以 下 规律 : 

(1) 与 无 阻尼 系统 相似 之 处 。 在 频率 比 接近 零 时 ， 动 力 放 大 系数 约 等 于 1, 
可 以 说 此 时 稳 态 响应 振幅 与 静 变 形 大 小 相当 ; 当 频 率 比 接近 无 限 大 时 ， 动 力 放大 
系数 趋 近 于 0， 说 明 此 时 稳 态 响应 振幅 非常 小 。 后 一 种 现象 是 由 于 此 时 简 谐 激励 
的 频率 太 大 ， 激 励 力 方向 变化 太 快 ， 而 系统 由 于 自身 惯性 作用 不 能 对 迅速 变化 的 
激励 作出 相应 的 响应 。 而 且 在 上 述 的 两 个 区 域内 曲线 比较 密集 ， 振 幅 对 阻尼 不 敏 
感 。 因 此 ， 在 这 些 区 域内 可 以 不 考虑 阻尼 的 影响 。 

(2) 当 频 率 比 接近 1 时 ， 振 幅 迅 速 增 大 ， 称 这 种 现象 为 共振 。 对 应 振幅 最 大 
值 时 的 频率 称 为 共振 频率 。 由 式 (2.4.3) 可 以 解 得 共振 频率 


Oi = Q, 1 — 22 (2.4.13) 
其 值 略 小 于 固有 频率 ， 但 是 在 小 阻尼 情况 下 ， 近 似 认为 wk x 四, 。 还 可 以 得 到 系 
统 的 最 大 动力 响应 系数 pax=1/(2e)。 

(3) 在 共振 区 内 不 同 阻尼 比 的 曲线 变化 趋势 不 同 ， 较 小 阻尼 比 的 曲线 的 动力 
放大 系数 在 共振 区 内 迅速 增 大 ， 而 较 大 阻尼 比 的 曲线 的 动力 放大 系数 增 大 缓慢 ， 
甚至 出 现 缓慢 减 小 现象 。 以 上 现象 说 明 当 激 励 频率 接近 固有 频率 时 ， 动 力 放大 系 
数 变化 对 阻尼 很 敏感 。 

应 用 上 面 的 特征 可 以 采用 从 实验 得 到 的 幅 频 曲线 求 系统 的 阻尼 。 黏 性 阻尼 的 
幅 频 曲 线 如 图 2.4.3 所 示 , 横 坐 标 用 频率 比 瑟 表示 , 在 发 生 共 振 时 , w=w,, 即 历 =1， 
pra=I2c)。 可 以 近似 认为 幅 频 响 应 曲线 关于 直线 五 =1 对 称 ， 在 曲线 两 侧 找到 频 
率 ol 和 wz， 要 求 它们 的 振幅 为 
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PA 
Pmax 
下 
Bmax 一 一 十 一 一 一 一 一 ~ 一 
| Ku 
1/2¢ J ! 
| | 
I | 
| 
| — 
9 M © iğ a” 
图 2.4.3 ”共振 法 求 系统 阻尼 
po 
u= h I2 


并 称 Awo= o, (Q, —@,) 为 带宽 。 再 根据 动力 放大 系数 的 定义 得 到 
1 1 
式 (2.4.15) 整理 得 
5t -2(1- 2°) +(1—-8£2)=0 
DTE (2.4.16), AMEE ERT, kE] 
= @,=(0(+¿)@, 


综合 式 (2.4.17) 和 带宽 Aw 定义 得 


(2.4.14) 


(2.4.15) 


(2.4.16) 


(2.4.17) 


(2.4.18) 


A (2.4.18) 就 是 共振 法 求 系统 阻尼 的 计算 公式 , 称 这 种 方法 为 宽带 法 或 半 功 率 


， 
; 
法 。 


类 似 于 幅 频 响应 曲线 ， 同 样 以 不 同 阻尼 比 2 为 参数 ， 依 据 式 (2.4.8) 可 以 得 到 
稳 态 响应 相位 与 频率 比 的 关系 曲线 一 一 wx -万 曲线 ， 称 其 为 相 频 响应 曲线 ， 如 图 


2.4.4 所 示 。 
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四 /av 


图 2.4.4 有 阻尼 系统 相 频 响应 曲线 


由 相 频 响应 曲线 可 以 得 到 以 下 规律 : 

(1) 与 无 阻尼 系统 相似 之 处 。 在 频率 比 万 接近 零 时 ， 相 位 差 约 等 于 零 ， 即 响 
应 与 激励 的 相位 基本 相同 ， 当 频率 比 万 接近 无 限 大 时 ， 相 位 差 约 等 于 r， 即 响应 
与 激励 的 相位 基本 相反 。 

(2) 频率 比 互 对 相位 差 的 影响 。 相 位 差 随 着 阻尼 比 & 的 增 大 而 增 大 。 

(3) 阻尼 比 洗 对 相位 差 wx 的 影响 。 以 阻尼 比 上 各 为 1 作为 分 界线 ， 当 <1 时 ， 
相位 差 随 阻尼 增 大 而 增 大 ; 50> 时 ， 相 位 随 阻尼 增 大 而 减 小 ， 当 互 =1 时 ， 相 
位 差 恒 等 于 mW/2。 实 验 中 常用 最 后 一 条 特性 作为 判断 共振 的 依据 。 


3. 简 谐 激励 响应 的 过 渡 阶 段 


由 于 系统 是 线性 的 ， 其 对 简 谐 激励 在 过 渡 阶 段 的 响应 是 由 瞬 态 响应 和 稳 态 响 
应 两 部 分 用 加 而 成 的 。 

1) 无 阻尼 系统 

对 于 线性 无 阻尼 系统 ， 其 瞬 态 响应 是 其 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ， 而 稳 态 响应 
为 非 奇 次 方程 的 特 解 。 代 入 初始 条 件 x(0) = x, A x(0) = x, 得 到 


sin(wt) (2.4.19) 


Xo `; F 万 
X = x, + X, = xo COS(G, t) + z sin(@,f) _ 到 
n 


. F, 1 
sin(@,t)+— 
zsinat) + 


-5p 

A (2.4.19) 中 前 两 项 为 系统 的 自由 振动 部 分 , 与 振动 的 初始 条 件 有 关 ; 第 三 项 
称 为 自由 伴随 振动 ， 这 一 项 依然 以 系统 的 固有 频率 振动 做 自由 振动 ， 但 它 是 伴随 
激励 而 产生 的 ， 其 振幅 与 激励 的 频率 和 力 幅 以 及 系统 的 固有 特性 有 关 ;， 式 中 第 四 
项 为 强迫 振动 的 稳定 振动 部 分 。 由 于 前 两 项 与 激励 无 关 ， 也 称 其 为 零 输入 响应 ; 
对 应 的 后 两 项 与 系统 的 初始 条 件 无 关 ， 称 为 零 初始 响应 ， 因 此 可 以 得 出 即使 是 零 
初始 条 件 也 会 有 自由 振动 与 受 迫 振动 同时 发 生 。 
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当 激 励 频率 与 系统 固有 频率 十 分 接近 时 ， 取 零 初始 条 件 状态 , 将 而 =1+28 
(e 为 小 量 ) 代 入 式 (2.4.19) 得 


s — Tsinfonmy si -os 
Xo [sin(or) sin( ot) | T” sin(zo,t)cos(@,t) (2.4.20) 


从 中 可 以 看 出 其 振动 频率 为 系统 固有 频率 ， 且 振幅 并 不 是 前 面 所 提 到 的 指数 规律 
衰减 ， 而 是 按 正弦 规律 变化 ， 如 图 2.4.5 所 示 。 将 这 种 振动 形式 称 为 拍 ， 振 动 周期 
为 x/ (ew)。 当 8 取 值 无 限 接近 于 零 时 ，sin leont) sw MA (2.4.20 可 改写 为 


x= -fog cos(@,t) (2.4.21) 


Bi2e 


图 2.4.5 HAZ 


A (2.4.21) 表明 在 共振 时 ， 系 统 振 动 的 振幅 与 时 间 成 正比 ， 如 图 2.4.6 所 示 。 
当时 间 趋 于 无 穷 时 ， 振 幅 可 以 趋 于 无 限 大 。 


图 2.4.6 共振 曲线 


2) 有 阻尼 系统 
对 于 有 阻尼 系统 ， 其 振动 微分 方程 的 解 为 
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x= x +x, =e” Ë cos(@at) + žo + mo sin(a) 
Aa 


+ Ae™ Ë G cos(@t) + nsina weose (sin a) 
Cu 


+ Asin(ot — a) (2.4.22) 
式 (2.4.22) 中 各 项 与 无 阻尼 振动 中 的 各 项 特性 相近 。 由 于 阻尼 的 影响 ， 随 着 时 


闻 的 增加 ， 自 由 振动 部 分 和 自由 伴随 振动 部 分 的 振幅 按 指数 规律 减 小 , 最 后 消失 ， 
进入 稳 态 阶段 ， 如 图 2.4.7 所 示 。 


2x/o 


图 2.4.7 ”过渡 阶 段 运动 曲线 


4. 支承 运动 引起 的 强迫 振动 
激励 可 以 是 直接 作用 在 机 械 系 统 中 ， 也 可 以 由 系统 的 支承 引起 激励 。 之 前 的 
讨论 都 是 围绕 着 前 一 种 激励 展开 的 ， 下 面 将 针对 后 一 种 激励 来 源 进 行 讨论 。 
支承 引起 激励 的 例子 很 多 ， 如 汽车 在 波形 路 面 上 引起 的 强迫 振动 、 固 定 在 机 
器 上 面 的 仪表 振动 以 及 地 震 引 起 的 地 面 结构 振动 等 .它们 都 可 以 简化 为 图 2.4.8 (a) 
所 示 的 单 自由 度 系统 ， 设 支承 的 运动 规律 是 


> J 


s ` 
NR sees ks) c(i) 


(a) (b) 
图 2.4.8 支承 运动 引起 的 位 移 激励 
` x, = Bsin(ot) (2.4.23) 
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如 图 2.4.8(b) 对 质量 块 进行 受 力 分 析 : 弹性 恢复 力 为 E(x-xs ) ， 阻 尼 力 为 
-ce(Z- 六 ) 。 这 样 将 支承 引起 的 激励 问题 转化 为 直接 作用 在 系统 上 的 激励 力 问题 。 


应 用 牛顿 第 二 定律 建立 运动 方程 为 


mX + c(X—Xx,)+ k(x— x,)= 0 (2.4.24) 
式 (2.4.24) 可 改写 为 
m + cx + kx = kx; + cx, (2.4.25) 
将 式 (2.4.23) 代入 上 式 得 
m + cX + kx = kB sin(ot) + coB cos(@ot) (2.4.26) 


可 以 看 出 ， 质 量 块 所 受 的 激励 可 以 分 为 两 部 分 : 一 部 分 是 由 弹簧 传递 的 kos, 
相位 与 x 相同 ， 另 一 部 分 是 由 阻尼 器 传递 的 < 加 ， 相 位 比 x 超前 mw/2; 而 且 这 两 
部 分 激励 仍然 是 简 谐 激励 。 由 前 面 的 讨论 不 难得 到 ， 系统 对 简 谐 激励 的 稳 态 响应 
依然 是 同 频率 的 简 谐 振动 。 应 用 线性 又 加 原理 ， 将 弹 筑 和 阻尼 器 传递 的 激励 引起 
的 稳 态 响应 进行 和 加 ， 设 元 加 后 的 稳 态 响应 为 


x= Asin(ot — a) (2.4.27) 


将 式 (2.4.27) 代入 式 (2.4.25) 得 到 


A | k2 + 202 | 1+(2z6)2 
二 = | 一 一 一 一 一 = ,— uO 2.4.28 
B V(k-mo?2) +c2@2 N0- F +EDY ( ) 


3 3 
tan æ -- — m u (2.4.29) 
k(k-mæ +e wm 1- +(260) 


5. 隔 振 原理 


振动 既 有 有 利 的 方面 ， 又 有 有 害 的 方面 。 过 强 的 振动 不 仅 影响 正常 工作 ， 而 
且 有 可 能 危害 到 人 类 的 身体 健康 和 财产 安全 。 将 有 害 振动 隔离 的 问题 就 需要 用 到 
下 面 要 讨论 的 隔 振 原 理 。 隔 振 可 分 为 两 类 : 主动 隔 振 与 被 动 隔 振 。 

1) 主动 隔 振 

主动 隔 振 就 是 将 振 源 与 周围 环境 隔 开 ,使 振动 不 向 外 传播 。 图 2.4.9 表示 简化 
后 的 主动 隔 振 模型 。 主 动 隔 振 的 目的 是 减 小 传递 到 地 面 上 的 力 。 为 衡量 隔 振 效果 
引入 力 的 传递 率 Tf 的 概念 , 它 表 示 隔 振 后 与 隔 振 前 传递 到 地 面 上 的 力 的 幅 值 之 比 ， 
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表示 为 


下 = 所 (2.4.30) 


其 中 ，Fo 和 Fr 为 隔 振 前 后 传递 到 地 面 上 的 力 幅 。 设 图 2.4.9 所 示 系 统 的 稳 态 响应 
为 


x= Asin(ot — z) (2.4.31) 
x= @Acos(ot — z) = @Asin(ot —a + x /2) (2.4.32) 


不 难得 到 ,弹簧 所 传递 的 最 大 力 kA 与 阻尼 器 传递 的 
最 大 力 ocA 相位 差 为 w2， 所 以 隔 振 后 传递 的 力 的 幅 值 
所 为 


F; = J(kA)2 + (co A)? = kAJ1+ (cok? (2.4.33) 


将 式 (2.4.3) 代 入 上 式 得 图 2.4.9 主动 隔 振 


一 \2 
下 = 全 = (2.4.34) 
0 YU-®) +20) 


由 此 可 以 得 到 力 的 传递 率 的 计算 公式 。 

2) 被 动 隔 振 f 

被 动 隔 振 就 是 把 保护 设备 与 振 源 隔 开 ， 降 低 振动 对 其 的 影响 。 在 之 前 讨论 文 
承运 动 引 起 的 强迫 振动 时 已 经 为 被 动 隔 振 讨 论 作 了 前 期 准备 。 将 隔 振 后 传 到 设备 
上 的 振幅 值 与 支承 的 振幅 值 之 比 定义 为 位 移 传递 率 TI， 并 用 其 来 衡量 被 动 隔 振 。 
就 可 以 表示 为 式 (2.4.28)， 从 而 得 到 


| 1+ (22%) 
= a 2: + QL) (2.4.35) 


对 比 式 (2.4.34) 和 式 (2.4.35) 可 以 得 到 : 主动 隔 振 中 力 的 传递 率 下 与 被 动 隔 振 中 位 
移 的 传递 率 具有 完全 相同 的 表达 式 。 根 据 式 (2.4.34) 或 式 (2.4.35) ， 以 阻尼 比 E 
为 辅助 参数 ， 可 以 得 到 传递 率 Ti(T) 与 频率 比 F6 的 关系 曲线 一 一 Tr(74) -万 曲线 ， 
如 图 2.4.10 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 : 当 豆 = V2 时 ， 无 论 阻 尼 比 上 为 何 值 ， 传 递 率 
恒 等 于 l 只 有 当面 > V2 时 ， 传 递 率 才 会 小 于 1。 因 此 ， 激 励 频率 一 定 要 大 于 系 
统 固 有 频率 的 V2 倍 才 会 起 到 减 振 的 效果 。 虽 然 阻 尼 比 越 小 减 振 效果 越 好 ， 但 是 
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在 通过 共振 区 时 振幅 同时 也 会 增加 很 快 ， 共 振 现 象 很 显著 。 


TATr) 


图 2.4,10 ”传递 率 与 频率 比 关系 曲线 


6. 一 般 周 期 载荷 作用 下 的 强迫 振动 


简谱 激励 可 以 看 成 是 特殊 形式 的 周期 激励 ， 由 于 其 相对 简单 可 以 通过 求解 振 
动 微分 方程 得 到 解析 解 ， 而 对 于 一 般 周 期 激励 则 很 难 这 样 求解 ， 因 此 实际 工作 中 
来 用 谐 波 分 析 法 来 研究 一 般 周 期 载荷 作用 下 系统 的 强迫 振动 响应 。 谐 波 分 析 法 就 
是 在 线性 系统 中 将 周期 激励 力 分 解 为 一 组 频率 为 io (i=0,1,2,…) 的 简 谐 激 励 力 , 再 
根据 强 追 振动 的 稳 态 响应 公式 求 出 每 个 简 谐 激励 力作 用 下 系统 所 产生 的 稳 态 响 
应 ， 最 后 应 用 线性 琶 加 原理 将 它们 登 加 ， 进 而 得 到 系统 在 一 般 周 期 载荷 作用 下 的 
稳 态 响应 。 

设 图 2.4.9 所 示 的 系统 受到 周期 为 了 的 任意 周期 力 巨 (0 的 作用 .周期 函数 FF(2 
可 以 按 健 里 叶 级 数 展开 为 | 


F(t)= > + Y la; cos(¿ot) + b, sin(iewt)] (2.4.36) 


= 
其 中 w=2x/T， 称 为 基 频 ; 


2 T 
a, = 二 f F(OcosGendfr (i =0,1,2,-) 
Tdo (2.4.37) 


b, = 2 | FOsinGond' (i=1,2,…) 


这 时 的 振动 微分 方程 为 


24 周期 载荷 作用 下 的 强迫 振动 27， 


mk + ck + kx = > + >` [a cos(iæt) + b, sinGio)] (2.4.38) 


i=l 


由 于 静 力 作用 所 产生 的 系统 响应 为 静 变 形 xst=Fo/k, 简 谐 激励 力作 用 所 产生 
系统 稳 态 响应 为 x=Asin(wt- a )， 其 中 振幅 4 和 相位 差 &a 可 以 根据 式 (2.4.3) 和 
式 (2.4.4) 得 到 。 因 此 由 从 加 原理 得 到 系统 的 稳 态 响应 为 


m, <, a; cos(iot — a) + b, sin(iwt — a) 
2k i kYU-P Y +20 


其 中 BH 和 避 的 定义 同 前 。 在 无 阻尼 系统 中 稳 态 响应 可 以 简化 为 


x (2.4.39) 


oo 


-ao ， > a cos(iot — æ) + b, sin(iwt — G) 


= 2 RP) (2.4.40) 


2k 


例 2.4.1 设 无 阻尼 单 自由 度 系 统 受到 图 2.4.11 所 示 的 周期 激励 载荷 的 作用 ， 
采用 谐 波 分 析 方 法 求 出 系统 的 稳 态 响应 。 


Felt) 


Fo 


T 2T 3T t 


图 2.4.11 锯齿 形 周期 激励 载 荡 
解 首先 将 周期 激励 载荷 按 傅 里 时 级 数 展开 ， 计 算 傅 里 叶 系 数 为 


T 
了 "0 T 


2 rT F 
a, = 二 | — pcos(iwt)dt = 0 
TJoT 


T 
5= 了 | 2isinliond = -2 
T'o T in 


其 中 =1, 2, 3,…, om 为 基 频 ， 代 入 式 (2.4.36) 得 到 


FO = > Tsin(ion) 
rj” 


i=l 
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任 一 阶 简 谐 激励 载荷 所 产生 的 稳 态 响应 为 
Fo sin(iot) 


sk nsa i=1,2,3-.. 
inkl — 0) ( ) 


x, (t) = 


J.H s Ha gE4S 


F, > Fo sin(¿ot) 


x() =—— > ——— 
(O 2k —ixkü—- 0) 


或 直接 将 aa, 和 6; 的 表达 式 代入 式 (2.4.40) 得 到 。 
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相对 于 2.4 节 中 讨论 的 周期 激励 载荷 ， 任 意 激励 载荷 随时 间 的 变化 更 没有 规 
律 性 ， 因 此 要 采用 不 同 的 研究 方法 来 求解 系统 的 响应 。 为 研究 任意 非 周 期 激励 首 
先 要 理解 单位 脉冲 激励 和 单位 阶 跃 激励 。 

1. 单位 脉冲 激励 响应 | 

单位 脉冲 力 可 以 借助 狄 拉 克 6 分布 函数 5(D 来 表示 ， 如 图 2.5.1 所 示 ， 因 此 
也 称 其 为 脉冲 函数 ， 它 的 定义 域 为 1=0 的 极 小 的 区 域 (-s， 纪 内 ， 对 应 的 剖 量 为 
单位 1。 


lim | “ Sdt=1 (2.5.1) 


F 


60 


K. 


< O0 e 


图 2.5.1 单位 脉冲 分 布 函数 


不 难得 到 ， 单 位 脉冲 力作 用 下 弹 得 质量 系统 的 振动 微分 方程 为 
m + cx + kx = 6 (t) (2.5.2) 
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初始 条 件 设 为 x(-s) =0，-s) =0。 由 动量 定理 得 


ó(t)dt = mdx (2.5.3) 

将 式 (2.5.3) 在 Ce, 8) 内 积分 得 到 
1= mx(e)— mx(—e) (2.5.4) 

综合 式 (2.5.4) 和 初始 条 件 可 知 
x(€) = 1 (2.5.5) 
m 

但 是 在 极 短 时 间 内 ， 即 使 速度 发 生变 化 ， 但 是 系统 的 位 移 来 不 及 变化 ， 所 以 
X(E) =x (€) =0 (2.5.6) 


由 上 面 讨 论 可 知 ， 当 脉冲 激励 结束 后 系统 的 脉冲 响应 微分 方程 即 系统 的 自由 
振动 微分 方程 ， 且 初始 条 件 为 式 (2.5.5) 和 式 (2.5.6) 。 因 此 系统 的 脉冲 响应 用 脉冲 
响应 函数 AD 表示 为 


h() -lečo sin(@st) (t>0) (2.5.7) 
my 
Ht o=o,- é 。 
如 果 单 位 脉冲 作用 在 t=r 时 刻 ， 系 统 的 响应 为 


h(t—r)= erto sin[au( 一 oz] (> 2 (2.5.8) 
d 


对 于 无 阻尼 系统 ， 其 脉冲 响应 为 
h(t -=— sin[w,(t -7)] (t> (2.5.9) 
mo, 
由 于 脉冲 激励 很 短 ， 系 统 只 有 了 瞬 态 响应 ， 没 有 稳 态 响应 ， 且 瞬 态 响应 滞后 于 脉冲 
2. 单位 阶 跃 激励 响应 
单位 阶 跃 激励 即 满足 单位 阶 跃 函数 的 激励 力 fl) =Z(D ， 表 示 如 下 : 
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0, #<0 
U(t)=41/2, t=0 
: 1 1>0 


(2.5.10) 


图 2.5.2 表示 单位 阶 跃 激励 力 变化 曲线 。 那 么 ， 系 统 的 振动 微分 方程 为 


mi+cex+Kkx=l1 . 


0 


Oo t 


图 2.5.2 单位 阶 牙 分 布 曲线 


(2.5.11) 


方程 的 解 x 为 其 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 x, 与 非 齐 次 方程 的 特 解 x 两 部 分 组 
成 。 齐 次 方程 的 通 解 xí 可 由 式 (2.3.15) 得 到 ; 由 于 阶 跃 激励 力 的 特殊 性 ， 非 齐 次 


方程 的 特 解 x2 就 为 常数 KK。 所 以 振动 微分 方程 的 解 为 


-~ : 1 
x = x, + xx = Ae °! sin(@,t +a) += 


零 初 始 条 件 下 ， 振 幅 4 和 相位 角 a 为 


代入 式 (2.5.12) 得 


1 . _ : 
l Sod sin(ot+a) 


“=r J-e 


如 果 是 无 阻尼 系统 ， 不 考虑 阻尼 比 的 影响 ， 则 式 (2.5.15) 可 改写 成 


(2.5.12) 


(2.5.13) 


(2.5.14) 


(2.5.15) 
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x= [1-sin(e,)] (2.5.16) 


3. 非 周期 激励 的 响应 

对 于 零 初始 条 件 的 系统 ， 可 以 将 作用 在 其 上 的 任意 非 周 期 激励 力 看 成 是 一 系 
列 脉冲 激励 力 或 一 系列 阶 跃 激 励 力 的 又 加 。 图 2.5.3 所 示 是 将 任意 激励 力 分 解 为 无 
数 脉冲 激励 力 的 情况 。 


图 2.5.3” 非 周期 激励 分 解 


当 (=t 时 ,脉冲 力 所 对 应 的 冲 量 为 U=F (D) dr。 由 式 (2.5.8) 得 到 系统 的 脉冲 响 
应 为 


dx=F(r)h(t—T)dr (2.5.17) 

在 线性 系统 的 条 件 下 ,在 [0, 中 区 间 内 应 用 登 加 原理 ， 则 其 中 所 有 微小 脉冲 激 
励 响 应 之 和 就 是 任意 激励 力作 用 下 系统 的 响应 

x= [raya par (2.5.18) 

式 (2.5.18) 称 为 杜 阿 梅 尔 (Duhamel) 积 分 ， 也 将 这 种 积分 形式 称 为 郑 积 。 这 样 


就 得 到 了 博 雷 尔 定理 : 线性 系统 对 任意 激励 载荷 的 响应 等 于 其 脉冲 响应 与 激励 的 
卷 积 。 为 方便 起 见 可 以 将 卷 积 简写 为 


x(D = FD *h (0) (2.5.19) 


也 可 以 根据 卷 积 性 质 将 式 (2.5.18) 写作 
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x= | F(AhDdr (2.5.20) 
0 


若 不 考虑 阻尼 ， 则 无 阻尼 系统 的 响应 为 


1 
mo, 


x= r”. [Fsin[e, C-zDHr= [ze -rsin(o rdr (2.5.21) 


例 2.5.1 无 阻尼 弹簧 系统 受到 如 图 2.5.4 所 示 的 矩形 脉冲 力 激励 ， 试 求 系统 
的 响应 。 


RD 


Fo 


o h t 


图 2.5.4 ”矩形 脉冲 激励 
解 图 中 和 矩形 脉冲 力 可 表示 为 


F, 0<igt 
人 = 0 1 
0, t> 


当 0<t<# 时， 根据 式 (2.5.9) 和 式 (2.5.18) 得 
] fno F 
x= zah” sin(@,T)drt = Fo —cos(@,t) | 


这 时 系统 以 新 的 平衡 位 置 做 简 谐振 动 。 当 >n BF, F(0=0, WJH#-EEJMS Cn 
分 得 到 


1 


mo, 


= azh F(t—T)sin(w,T)dr -fo [eos|e,G -4)]- cos(æ,t)} 


x= 


j F(t -r)sin(@,r)dr + fFe -osin(ouaar 
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综 上 ，F(D 作 用 下 系统 的 响应 为 
foji -cos(@,t)], OSSH 
x(t) = 


fa fosfo, -4)]- coslo) t>t 


例 2.5.2 ”如 图 2.5.5 (a) R SREE A k AR ERRE m 承受 如 图 
2.5.5 (b) 所 示 的 每 隔 HAHEI, RRA. 


Er 


F k 
一 ”AAA 


(a) 


图 2.5.5 弹簧 质量 系统 及 其 重复 脉冲 载荷 


解 ” 每 一 脉冲 之 间 ， 系 统 是 在 固有 频率 o, = Vk/m 下 自由 振动 。 令 脉冲 结束 
的 时 间 *=0， 位 移 和 速度 则 可 表示 为 


x= Asin(w,t + @) (a) 
£= o, Acos(w,! + @) (b) 
在 !=0 时 ， 有 
x(0) = Asing (c) 
x(0) = 0, ACOS Q (d) 


下 一 脉冲 前 一 刻 的 位 移 和 速度 是 
x(z;) = Asin(@,r; + 9) (e) 
x(z,) = @, Acos(@O,z, + @) (f) 
式 中 ，t 为 脉冲 间 的 时 间 间 隔 。 作 用 在 这 时 间 的 脉冲 使 加 速度 突然 增加 户 /m ， 尽 
管 位 移 基 本 上 没有 变化 。 
如 果 达 到 稳定 ， 则 每 一 循环 后 的 速度 和 位 移 必定 重复 。 因 此 
Asing = Asin(w,T; +p) (g) 
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A 


F 
@, Acosg = o, ÁAcos(@,r, +@)+— 
m 


把 上 列 方程 (g) 和 (h) 改写 为 


sin(@,T; +@)—sin@ = 0 


A 


cos(OT + 9)— coso =-— 
w, mA 


H 


这 些 方程 又 可 改写 为 


. O, T, OO T; 
Sin 一 一 cos| —— +ø |=0 
2 = J 


WT . [ @,T; Ê 
sin——sin| ——+g@|=— 
2 2 2@,mA 


(h) 


(i) 
(j) 


G 


(j) 


因为 sin(wvz)]/2 不 可 能 对 任意 都 等 于 0， 故 只 有 下 列 条 件 成 立 ， 公 式 亿 才 


能 满足 


因此 ， 方 程 G) 变 为 


从 而 可 得 到 振幅 


. O, T, 
2@,msin — 了 


弹 签 的 最 大 力 尽 = 码 是 有 意义 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 等 式 (to 用 下 式 代替 ， 


@, T; 
GR _ 2 
F gint 
2 


因此 ， 振 幅 或 弹簧 力 在 下 列 点 达到 无 穷 大 : 


g”) 


(k) 


0) 
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S0, n, 2m, 3» (m) 


等 式 (D) 也 说 明 ， 在 下 列 点 弹簧 力 值 最 小 : 


(n) 


(a) 位 移 曲 线 


(b) 速度 曲线 
图 2.5.6 位移 和 速度 


4. 响应 谱 


1) 响应 谱 的 概念 

脉冲 表示 力 的 突然 作用 或 其 他 突变 形式 ， 引 起 系统 的 瞬 态 响应 。 响 应 的 最 大 
值 是 对 脉冲 严重 程度 的 一 个 度量 ， 它 与 系统 的 动力 特征 有 关 。 为 了 区 分 脉冲 激励 
的 类 型 ， 选 择 单 自由 度 无 阻尼 振荡 器 (“ 弹 筑 -质量 ”系统 ) 作为 标准 的 系统 。 

响应 谱 是 单 自由 度 振 荡 器 的 最 大 尖峰 响应 与 其 固有 频率 间 函 数 关系 的 图 示 ， 
它 是 设计 中 有 用 的 概念 。 不 同类 型 的 脉冲 激励 将 形成 不 同 的 响应 谱 。 

由 于 响应 谱 是 根据 时 间 响 应 曲线 单 点 值 求 得 的 ， 因 此 它 本 身 是 一 种 不 完整 的 
信息 ， 不 是 对 脉冲 输入 的 唯一 定义 。 事 实 上 ， 两 种 不 同 的 脉冲 激励 可 能 具有 非常 
类 似 的 响应 谱 。 尽 管 有 此 限制 ， 响 应 谱 还 是 被 广泛 地 应 用 。 

系统 对 任意 激励 f (t) 的 响应 表示 为 脉冲 响应 g (r 的 函数 
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xO= | ， f(rglt -ndr (2.5.22) 
对 无 阻尼 单 自由 度 振 荡 器 
g(t)= = sin(@,t) (2.5.23) 
m 


n 


这 就 是 说 ， 用 于 绘制 响应 谱 的 尖峰 响应 由 下 式 给 出 


xD -| J ‘fn)sin[w,(t—t)]ar (2.5.24) 
m@,, J 0 max 
当 脉 冲 是 由 于 支承 点 的 突然 运动 所 引起 时 ， 即 
Z(t) max = -二 yosin[od-oD]dr (2.5.25) 
On 0 | max 


与 脉冲 激励 f G) 或 -jj(t) 有 关 的 是 某 些 特征 时 间 ， 如 脉冲 作用 时 间 间 隔 ， 再 
利用 振荡 器 的 固有 周期 7 ， 则 x(D 或 z(?) 的 最 大 值 可 以 写成 4/7 的 函数 。 

图 2.5.7、 图 2.5.8 及 图 2.5.9 表示 三 种 不 同 激 励 的 响应 谱 。 图 中 的 水 平 标尺 等 
于 比值 5/7 ， 垂 直 标尺 是 一 无 因 次 量 ， 它 表示 动力 加 载 相对 于 静止 加 载 的 动力 效 
应 。 动 力 系数 一 般 小 于 2。 


F 

2.0 ! 

' 

xk HI 
一 fa 一 

Ë E Ë 
1.0 
0 1 2 3 4 


n/T saus 
2 


图 2.5.7 ”斜坡 增长 阶 跃 函数 激励 下 的 响应 谱 


图 2.5.8 方 波 函数 激励 下 的 响应 谱 
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图 2.5.9 半 正 弦 波 激励 下 的 响应 谱 


2) 准 响应 谱 

在 地 震 情 况 下 ， 响 应 谱 常 可 方便 地 用 速度 谱 来 表示 。 位 移 谱 和 加 速度 谱 可 以 
用 速度 谱 除 以 或 乘 以 由来 表示 ， 这 样 形成 的 谱 称 为 准 响 应 谱 ， 因 为 它们 只 有 当 尖 
峰 响应 出 现在 脉冲 过 去 之 后 ， 而 且 运 动 为 谐振 动 时 才 是 正确 的 。 速 度 谱 被 广泛 地 
用 于 地 震 分 析 。 

考虑 有 阻尼 的 情况 ， 用 相对 位 移 z=x-y 分析， 则 阻尼 振荡 器 的 运动 方程 是 


这 二 260 ¿+ Qz 一 一 (2.5.26) 
同时 ， 等 式 (2.5.25) H TARE: 


zD=-- [yo sinf fe oD ar (2.5.27) 


ow Nl- 


利用 关系 


d r: _ fi 了) 
hreif 225 dr + f(t,7) (2.5.28) 


对 式 (2.5.27) 求 导 ， 得 速度 为 
z(t) =— l Í , 这 re oo 人 9 |-¢o, siny1- 22, (£ — z) 


oyl- 
+0,1- 6? cosi- e, dr (2.5.29) 
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A= [eye cos| i -E oT Jaz (2.5.30) 
B= | Y(t)es sin Ë -E 0T Jaz (2.5.31) 


于 是 方程 式 (2.5.29) 可 写 为 


0- (2d -en loo)+(4 1- Z + B£)eos[ Fo] 


(2.5.32) 
或 


_¿o,, 
z(y = . VA +B? sn Í 1-2) 9 (2.5.33) 
J-e? 
如 果 方 程 2.$.33) 对 于 时 间 画 成 图 ,将 出 现 如 图 2.5.10 所 示 的 调制 波 。 这样 尖 
峰 速度 响应 5S, 或 速度 谱 有 足够 精度 的 用 包 络 线 的 尖峰 值 表示 : 


O, 
S, =|2()|ka<= J +B? (2.5.34) 
l 7 6 max 
因而 ， 位 移 和 加 速度 峰值 的 近似 关系 即 所 谓 准 响应 谱 
lx- yl = (2.5.35) 
On 
|Z |a= pS, (2.5.36) 


图 2.5.10 阻尼 振荡 器 的 调制 波 
例 2.5.3 求 图 2.5.11 所 示 的 增长 时 间 t 的 阶 跃 函数 的 无 阻尼 响应 谱 。 
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to 


图 2.5.11 斜坡 增长 阶 跃 函数 


解 ” 输入 可 看 作 由 两 个 斜 线 函 数 五 (1/4) 组 成 , 其 中 第 2 个 是 负 的 , 而 且 延 后 。 
对 第 一 个 斜 线 函 数 ， 其 卷 积 积分 的 项 是 


/WO=F, 8 
ñ 


1 . _ Op; 
g(t) = ma, #2) = + sin(@,t) 
响应 为 


t _ sin(o,t) 


0o% f Esnat -oja | (t<) 


£ Ot 
对 于 从 开始 的 第 2 个 斜 线 函数 产生 的 响应 ， 只 要 观察 一 下 上 述 方程 就 可 写成 
a ua m 
k| 而 o, t 

把 这 两 个 方程 相 加 ，t > 的 响应 变 成 
_ F |, sin(@t) 1 ， o 
x(t)= n f on PT sin [w(t J], (1>#) 

对 上 式 求 导 并 使 它 等 于 零 ， 得 峰值 的 时 间 
_1~cos(@,h) 

bn(oo) = sin(@,h) 


因为 otp 必须 大 于 n ， 亦 可 得 
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sin(@w,tp )=— 了 0 -cos(@,h)] 


sin(w,t ) 
2[1 _ cos(w,t )] 
把 这 些 等 式 代入 x(1) ， 可 找到 尖峰 振幅 


xk 1 
E =1 + J2[1-cos(@,t)| 


< T =2n/o, 为 振荡 器 的 周期 ， 则 上 式 可 对 于 /7 画 成 如 图 2.5.7 所 示 的 曲线 。 


cos(@,fp)=- 


思考 题 与 习题 


2-1 求 图 E2.1 中 系统 的 固有 频率 , 惹 辟 梁 端 点 的 刚度 分 别 为 及 k, 悬臂 梁 的 质量 忽略 不 计 。 


图 E2.1 


2-2 RE E22 所 示 系 统 的 振动 微分 方程 ， 以 9 为 广义 坐标 ， 并 试 求 系统 的 固有 频率 。 


2-3 图 E2.3 所 示 的 系统 中 , 四 个 弹簧 均 未 受 力 。 已 知 m=50kg, =9800N/m, k>=k=4900N/m, 
k4=19600N/m, R: 
(1) 若 将 支承 缓慢 撤去 ， 质量 块 将 下 落 多 少 距离 ? 


思考 题 与 习题 .41， 


(2) 若 将 支承 突然 撤去 ,质量 块 又 将 下 落 多 少 距离 ? 


图 E2.3 


2-4 图 E2.4 是 一 个 龙门 起 重 机 的 示意 图 。 在 纵向 水 平 振动 时 要 求 在 25s 内 振幅 衰减 到 最 大 振 
IBE 5%， 已 知 等 效 质量 m,=24500kg， 由 实测 得 到 对 数 豪 减 率 5=0.10， 问 起 重 机 水 平 的 


刚度 至 少 是 多 少 ? 


k2 k/2 


图 E2.4 
2-5 图 E2.5 中 的 均匀 刚性 杆 长 /， 质 量 为 m， 求 在 下 列 情况 下 系统 的 固有 频率 : 
(1) 平衡 时 杆 处 于 水 平 位 置 ; 
(2) 平衡 时 杆 处 于 铅 垂 位 置 。 


(a) 


图 E2.5 


2-6 E] E2.6 所 示 的 系统 中 , 刚性 杆 质量 不 计 , 写 出 运动 微分 方程 ,并 求 临界 阻尼 系数 及 阻尼 固 
有 频率 。 
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图 E2.6 


2-7 一 个 有 阻尼 的 弹 短 系统 , m=100kg, k=10000N/m, 处 于 临界 阻尼 状态 , 由 t=0, xo=2.5cm， 
žo =—30cm/s 开始 运动 。 问 质量 块 将 于 几 秒 后 到 达 静 平衡 位 置 ? 过 静 平 衡 位 置 后 最 远 能 移 
动 多 少 距 离 ? 

2-8 ”图 E2.7 的 弹簧 质量 系统 中 ， 两 个 弹簧 的 连接 处 有 一 激励 力 Posin(cot)， 求 质量 块 的 振幅 。 


h 


]Psineo5 
b 


图 E2.7 


2-9 一 质量 为 1.95kg 的 物体 在 黏 性 阻尼 介质 中 做 强迫 振动 ， 激 励 力 为 已 (0 =25sin nfi) ， 
(1) 测 得 系统 共振 时 的 振幅 为 1.27cm， 周 期 为 0.2s， 求 系统 的 阻尼 比 “ 及 阻尼 系数 c; 
(2) 如 果 广 4Hz， 除 去 阻尼 后 的 振幅 是 有 阻尼 时 振幅 的 多 少 倍 ? 

2-10 图 E2.8 是 汽车 的 拖车 在 波形 道路 上 行驶 时 于 垂直 方向 上 振动 的 力学 模型 。 已 知 拖车 的 质 
量 满载 时 为 m = 1000kg, 空 载 时 为 mm=25S0kg， 悬 挂 弹簧 的 刚度 是 k=350kN/m, 阻尼 比 在 
满载 时 为 避 =0.3， 车 速 为 v=100kmAh， 路 面 呈 正弦 波形 ， 可 表示 为 x,=asin(2xz/1) ， 其 中 
1=S$m。 求 拖车 在 满载 和 空 载 时 的 振幅 比 。 


2-11 如 图 BE2.9 所 示 , 作 用 在 质量 块 上 的 激励 力 已 (D =Fosin(op, 弹簧 支承 端 有 运动 x,=asin(w?)， 
写 出 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 求 稳 态 振 动 。 


思考 题 与 习题 43. 


图 E2.9 


2-12 质量 为 45kg 的 机 器 固定 在 四 个 刚度 为 2X 105N/m 的 并 联 弹 簧 上 ， 当 机 器 的 运作 频率 为 
32Hz 时 ， 测 得 机 器 的 稳 态 振幅 为 1.5mm， 则 激励 力 振 幅 为 多 大 ? 

2-13 ”辅助 系统 是 由 质量 m 的 物 块 ,与 一 连接 主 系统 的 刚度 为 k, REER, 如 图 E2.10 所 示 。 
如 果 参 数 石和 xm 选择 的 合适 ， 则 此 辅助 系统 可 用 于 减少 振动 。 证 明 : 若 w?=ky/m2， 则 
主 系 统 的 稳 态 振幅 为 零 。 


Fosin(o 办 


图 E2.10 


2-14 图 E2.11(a) 所 示 的 矩形 波 激励 F(0 EFI] E2.11(b) 所 示 系 统 ， 其 中 mc ME, 
有 频率 为 o, F O 的 周期 72rm,。 求 系统 的 稳 态 响应 。 


EON 


(b) 


图 E2.11 
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2-15 ”质量 为 120kg 的 机 器 固定 在 长 为 1.5m 的 简 支 梁 中 间 跨 上 ， 梁 的 弹性 模 量 为 E=200 x 
10?N/m?, 横 截 面积 惯性 矩 为 I=1.53 x 10-5m4。 在 系统 机 器 上 作用 力 幅 为 2000N 的 变频 谐 
波 激励 ， 以 测试 该 系统 。 试 验 记 载 的 最 大 稳 态 振幅 为 2.5mm。 试 求 系统 的 阻尼 比 。 

2-16 利用 卷 积 积分 求解 无 阻尼 单 自 由 度 系 统 和 欠 阻 尼 单 自由 度 系 统 受 恒 力 古 作用 的 响应 。 系 


统 的 固有 频率 为 w;， 质量 为 mm， 阻尼 比 为 。 在 1=0 时 刻 系统 静止 处 于 平衡 位 置 。 
2-17 ”应 用 卷 积 积分 求解 无 阻尼 单 自由 度 系统 和 欠 阻 尼 单 自由 度 系统 对 形 如 玉 (1) = Fssin(et) 的 
激励 的 响应 。 在 :=0 时， 系统 静止 在 平衡 位 置 。 系 统 质 量 为 m, BERAE, HAMR 


为 四 Hoto 
2-18 零 初始 条 件 的 无 阻尼 系统 受 如 图 E2.12 所 示 的 外 力作 用 ， 求 系统 响应 。 


FO FO 


Fo 
Fo 
(a) 
图 E2.12 
2-19 ” 求 无 阻尼 系统 对 图 E2.13 的 抛物 型 外 力 F(D = R.G-—2/2) 的 响应 ,已 知 x(0)=x(0)=0。 


FA 


Fo 


图 E2.13 


2-20 求 零 初始 条 件 的 无 阻尼 系统 对 图 E2.14 所 示 支 承运 动 的 响应 。 


t 


a 


图 E2.14 


2-21 ”建立 受到 如 图 E2.15 所 示 的 矩形 脉冲 的 单 自由 度 无 阻尼 系统 的 响应 谱 。 


思考 题 与 习题 .45， 


2-22 图 E2.16 是 正弦 激励 的 响应 谱 。 证 明 : 当 #4 /T=1/2 时 ， 响 应 峰值 出 现在 时 刻 1=# ， 而 
HX FEN A/T 值 ， 响 应 峰值 出 现在 :> 的 剩余 振动 阶段 。 
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一 个 实际 的 工程 结构 往往 用 一 个 多 自由 度 系统 来 描述 ， 多 自由 度 系统 的 动力 
特性 要 比 一 个 单 自 由 度 系统 的 动力 特性 更 丰富 、 更 复杂 。 多 自由 度 系统 是 用 常 微 
分 方程 来 描述 的 集中 参数 系统 ， 研 究 其 动力 特性 即 是 研究 齐 次 常 微 分 方程 解 的 形 
式 、 内 容 及 物理 意义 。 结 构 的 动力 特性 就 是 结构 系统 本 身 所 固有 的 特性 ， 是 结构 
振动 的 内 因 。 本 章 的 主要 任务 就 是 揭示 结构 振动 的 内 部 原因 以 及 各 个 物理 量 的 物 
理 实质 ， 使 和 人们 能 从 本 质 上 认识 结构 振动 这 一 物理 现象 。 

本 章 首 先 从 无 阻尼 自由 振动 系统 入 手 ， 介 绍 多 自由 度 系 统 的 有 关 概 念 ， 特 别 
是 固有 模 态 与 固有 频率 的 四 条 重要 性 质 ， 其 次 是 研究 有 阻尼 系统 的 自由 振动 ， 并 
相应 地 介绍 有 关 基 本 概念 ， 最 后 介绍 瑞 利 原理 和 邓 克 利 公 式 ， 给 出 多 自由 度 系统 
的 近似 解 ， 男 外 指出 用 多 自由 度 的 集中 参数 模型 描述 一 个 实际 的 结构 时 ， 分 析 绪 
果 的 近似 性 和 可 信和 性。 

另外 ， 这 一 章 不 讨论 数学 建 模 问题 ， 即 认为 所 讨论 的 齐 次 微分 方程 已 经 通过 
某 种 方法 建立 。 本 章 中 所 获得 的 结论 对 所 有 的 线性 系统 具有 普遍 适用 的 意义 。 


3.2 无 阻尼 系统 的 自由 振动 
1. 运动 微分 方程 


对 于 一 个 具有 个 自由 度 的 无 阻尼 自由 振动 系统 ， 其 运动 微分 方程 用 矩阵 形 
式 表 示 为 


Mü(t) + Ku(t) = 0 (3.2.1) 
其 中 ，M (ERY) AREN, K (e REN) ARRE, u=, uy] 38 
六 维 的 广义 位 移 矢 量 。 
2. 质量 人 矩阵 的 物理 意义 
因 系 统 的 动能 
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T= iMi >0 (3.2.2) 


BE 
m, = 9 了 =m 
you A 


(3.2.3) 


由 此 可 见 : O 质量 矩阵 反映 了 系统 的 动能 ; © 质量 矩阵 是 正定 的 ; @ 质量 
矩阵 是 对 称 和 矩阵 。 
另外 ， 存 在 纯 静 态 位 移 wu 的 情况 ， 使 


T =ù] Mù, =0 (3.2.4) 


例如 ， 在 用 有 限 元 法 建 模 时 ， 采 用 非 一 致 质量 矩阵 就 会 出 现 某 些 自由 度 上 无 
质量 的 情况 ， 这 时 就 不 能 保证 质量 矩阵 的 正定 性 。 在 这 样 的 自由 度 上 ， 式 (3.2.4) 
成 立 ， 亦 即 存 在 质量 矩阵 不 正定 的 特殊 情况 。 


3. 刚度 矩阵 的 物理 意义 
由 于 系统 的 弹性 势能 


U =u" Ku >0 (3.2.5) 


3U 
k, = =k, (3.2.6) 
” Oudu, ” 


由 此 可 见 : @ 刚度 矩阵 反映 了 系统 的 势能 ; @ 刚度 矩阵 是 半 正 定 的 (对 应 于 
刚体 位 移 ， 系 统 弹性 势能 为 零 ) ;图 刚度 矩阵 是 对 称 和 矩阵 。 

另外 ， 可 以 证 明 刚 度 矩 阵 的 逆 是 柔 度 矩阵 ， 而 且 刚 度 矩 阵 反 映 了 功 的 互 等 原 
理 。 

和 柔 度 影响 系数 w 定义 为 : 由 于 在 第 7 了 个 自由 度 上 加 一 个 相应 的 广义 单位 力 而 
在 第 i 个 自由 度 上 引起 的 广义 位 移 。 对 一 个 具有 3 个 自由 度 的 系统 ， 如 果 作 用 在 
位 置 1,2 及 3 的 力 为 有 , 记 , 甩 ， 则 应 用 生 加 原理 ， 以 柔 度 影响 系数 来 表示 位 移 : 


u, =a, tah +asfs 
u, = a, f, tanh + a, fs (3.2.7) 
ia =a fi tapof,+asf, ` 
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用 和 矩阵 表示 为 
u= af (3.2.8) 
其 中 
al @2 03 
a=|a an az (3.2.9) 
Gy 032 033 
即 为 柔 度 和 矩阵。 
WME a 左 乘 式 G3.2.8) MH 
ala = f = Ku (3.2.10) 
因此 
K=a' (3.2.11) 
EN A FERE ERÉ. 
EFR (3.2.10), # 
A ki bo ku 
h| =| 所 kn k,|| u (3.2.12) 
J 3 ki Ko k |u 


那么 ， 刚 度 矩 阵 中 各 元 素 的 意义 解释 为 ， 


假如 ww =1, =u =0, ATER 


这 种 位 移 ， 需 要 在 位 置 1,2,3 处 分 别 施 以 石 | ,已 ,局 | 的 力 。 同 样 地 ， 为 了 保持 位 移 
形状 ，w =0, um =1,w =0， 在 这 三 处 所 需要 的 力 分 别 是 石 ?, 避 ,及 2 。 因 此 ， 确 定 
刚度 矩阵 任 一 列 元 素 ( 比 如 第 7 列 元 素 ) 的 一 般 规 则 是 ; 使 第 了 个 自由 度 上 的 广义 
位 移 等 于 1， 其 他 自由 度 位 移 为 零 ， 量 度 出 每 个 自由 度 上 所 需要 的 力 便 是 该 列 元 


素 的 值 。 


考虑 和 f, 所 做 的 功 ， 加 载 顺 序 为 先 i 后 了 ， 然 后 反之 。 其 结果 应 该 是 功 与 
加 载 顺 序 无 关 (这 里 考 虚 的 是 线性 系统 ) WA 


2 
sm Ae 


2 
Íi ajj 


2 


广 做 的 功 
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广 在 ;处 引起 的 位 移 ”四方 
SERB af, EKD aff, 


总 功 
wif + 六 (3.2.13) 
155%: G;; t>, ay Afifi < 
交换 加 载 顺序 
1 | ` 
W, =3 a + rus, ta,ff; (3.2.14) 
因为 
W, =W. (3.2.15) 
所 以 有 
ay =a (3.2.16) 


因此 刚度 矩阵 (或 柔 度 矩阵 ) 的 对 称 性 反映 了 系统 的 功 的 互 等 性 。 
4. 特征 方程 
对 于 一 个 多 自由 度 系 统 ， 认 为 各 个 自由 度 上 的 运动 都 是 互 不 相同 的 ， 但 每 个 
自由 度 上 的 运动 都 是 在 其 各 自 平 衡 位 置 附近 做 简 谐 振动 。 因 此 ， 运 动 微分 方程 式 
(3.2.1) 的 解 的 形式 为 
u(t) = U cos(ot — a) (3.2.17) 
将 式 (3.2.17) 代入 式 (3.2.1) 得 
(K-o MYU =0 (3.2.18) 


式 (3.2.18) 即 是 所 谓 的 代数 特征 问题 。 
对 于 式 (3.2.18) 要 使 U 有 非 零 解 ， 必 须 


det(K ~-w*M)=0 (3.2.19) 


式 (3.2.19) 即 是 特征 方程 。 记 


> 
ll 
° 

N 


则 
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p(A)=|K - AM| (3.2.20) 


式 (3.2.20) 即 是 特征 多 项 式 。 

求解 特征 方程 或 特征 多 项 式 以 及 代数 特征 值 问题 是 结构 动力 学 最 基本 的 、 也 
是 最 重要 的 任务 。 因 为 特征 问题 的 解 反映 结构 振动 系统 内 部 最 本 质 的 固有 特性 ， 
固有 特性 问题 在 数学 上 又 叫 本 征 值 问题 。 


5. 基本 概念 

1) 固有 频率 

特征 方程 (3.2.19) KIR o? 《x=1,…, N) 叫做 特征 值 ，w, (r=1,… ,N ) 即 为 
固有 频率 。 固 有 频率 与 振动 频率 关系 是 


= 
+ 27 


固有 频率 反映 结构 振动 随时 间 的 变化 特性 。 

2) 固有 模 态 

EU, 是 相应 于 ww 的 第 + 个 特征 向 量 ， 满 足 式 (3.2.18)， 则 UU (r=1,…,N) 
即 为 固有 模 态 ， 固 有 模 态 又 叫 振 型 (顾名思义 ， 即 振动 的 形状 ) ， 它 反映 结构 振动 
在 空间 中 的 变化 特性 。 

3) 标准 模 态 

对 于 固有 模 态 


U, =! (3.2.21) 


注意 到 ， 因 为 ,uw,,…,uyw 是 齐 次 方程 式 (3.2.18) 的 解 ， 所 以 它们 不 是 线性 独立 的 ， 
它们 之 间 存 在 一 个 比例 常数 ， 记 这 个 比例 常数 为 c, MH 


U, =c,@ (r=1,2,.,N) (3.2.22) 


HH, o, ATEAK, OMO, 具有 质量 的 量 纲 ，@, 即 为 标准 模 态 。 通 常 所 说 的 
振动 模 态 即 指标 准 模 态 。 
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4) 归 一 模 态 
归 一 模 态 是 对 D, 进行 归 一 化 处 理 后 得 到 的 模 态 。 一 般 有 三 种 归 一 化 手段 使 


p, 中 的 元 素 是 唯一 确定 的 。 
(1) $ 


(06) =1 (对 任意 选 定 的 一 个 i (3.2.23) 
(2) 令 
max | (®,), |=1 (3.2.24) 
J 
(3) < 
DMD=1 (r=1,2,.-., N) (3.2.25) 
这 样 得 到 的 模 态 既是 标准 模 态 又 是 妇 一 模 态 。 
5) 刚体 模 态 
对 应 于 wo =0 ( 即 刚体 运动 ) ， 弹 性 势能 为 
DIKO, =0 
亦 即 
KD,=0 (3.2.26) 


HEF, D) ARERR. 
AARRE A SPESIES WFR MWA 
如 图 3.2.1 所 示 : 图 3.2.1 (a) 不 是 纯 刚 体 模 态 ， 它 包含 了 平移 和 转动 两 部 分 。 
图 3.2.1 (b) 是 纯 位 移 模 态 ， 图 3.2.1(c) 是 纯 转 动 模 态 。 


(c) 


图 3.2.1 刚体 模 态 的 形式 
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6) 纯 静 态 模 态 
使 


MÖ, =0 (3.2.27) 


成 立 的 模 态 叫 做 纯 静 态 模 态 。 
7) 单 频 
如 果 iz#7 ， 那 么 四 =oj ， 则 几 ,wj 为 单 频 。 


8) 重 频 

如 果 i 生 时， 有 w=w;， 那 么 @ (oj ) 为 重 频 。 

在 数学 上 对 应 特征 方程 的 根 是 重 根 的 情况 , 重 根 对 应 的 特征 向 量 不 是 唯一 的 。 
因此 ， 在 重 频 的 情况 下 对 应 一 个 振动 频率 可 能 有 多 个 振 型 存在 。 

如 图 3.2.2 所 示 ， 已 知 


图 3.2.2 重 频 的 例子 
振动 模 态 为 


D, ef | 对 应 左右 振动 一 


@, -0 对 应 前 后 振动 © @ 


注意 : 一 个 振动 系统 并 不 一 定 没有 重 频 ， 如 果 有 ， 也 不 一 定 只 有 一 个 。 
9) 密 频 
当时 ，@, x wm;， 这 是 一 种 频率 密集 的 情况 。 密 频 的 情况 介 于 单 频 和 重 频 
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之 间 。 这 里 有 一 个 相对 的 界限 ， 有 学 者 认为 当 |w -wj |<10“ 时， 作为 重 频 对 待 ， 
否则 作为 单 频 处 理 。 
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1. 正 交 性 
正 交 性 指 模 态 对 刚度 矩阵 天 及 质量 矩阵 M 是 正 交 的 ， 即 
到 MG =0 (3.3.1) 
CGIKG =0 (3.3.2) 


这 里 就 w = o, (r = s) CAAD 的 情况 给 出 一 个 证 明 ， 然 后 就 w = o, (r = s) 的 
情况 给 出 一 个 说 明 。 
证 在 由 式 43.2.18) 所 表示 的 特征 值 问题 中 ， 对 于 第 ”个 模 态 ， 方 程 为 


K@ -oO2MGO =0 (a) 
对 于 第 s 个 模 态 ， 有 
KD -— o MØ, =0 (b) 
HO ERR a), ME ERRO), 4 
D'K -wD MO =0 (e) 
D'KO, -wD MD =0 (d) 
由 于 天, M 的 对 称 性 ， 将 式 (c) 转 置 ， 得 
DIKD -中 ?TMG =0 (e) 
(d) —(e) #8 
| [e-o 2)@ MG =0 (f) 


因为 
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所 以 
O'M, =0 (g) 
由 式 (e) 得 
@ K@ =0 (r= s) (b) 
GEHE) 


讨论 : 也 许 会 有 人 提出 这 样 的 问题 : 

(1) 在 重 频 (w, = ow, ) 或 密 频 (w, = ow,) 的 情况 下 ， 还 能 否 保 持 这 种 正 交 性 ? 

(2) 对 于 刚体 模 态 d 是否 存在 正 交 性 ? 

G) 对 于 纯 静 态 模 态 O, 是 否 存 在 正 交 性 ? 

下 面 就 这 些 特殊 的 情况 给 予 简要 的 说 明 。 

对 于 第 (1) 种 情况 ， 一 般 来 说 是 不 正 交 的 ， 但 由 于 急 之 间 是 线性 独立 的 ， 那 
么 ， 可 以 通过 一 些 正 交 化 手段 和 线性 组 合 的 方式 ， 来 找到 使 式 (3.3.1) 及 式 (3.3.2) 


”成 立 的 向 量 。 
对 于 第 (2) 种 情况 ， 已 知 对 于 刚体 横 态 A. ， 因 为 
K@=0 (3.3.3) 
所 以 
DKD, =0 (3.3.4) 
即 刚体 模 态 满足 正 交 性 。 
对 于 任 一 模 态 盆 ， 有 
GTIKG =0 (3.3.5) 


因此 ， 任 一 模 态 都 与 刚体 模 态 关于 天 ER. 
对 于 第 (3) 种 情况 ， 因 为 


MQ =0 (3.3.6) 
所 以 
PMD, =0 (3.3.7) 


对 于 任 一 模 态 到 ， 有 
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@' MD, =0 (3.3.8) 
因此 ， 任 一 模 态 都 与 纯 静态 模 态 关于 M 正 交 。 
对 于 任 一 组 独立 的 @B, ， 关 于 天 未必 正 交 ， 但 可 以 通过 适当 的 变化 使 @, 中 的 
各 列 关于 天正 交 ， 而 使 得 BK@, 为 对 角 阵 。 
固有 模 态 的 正 交 性 是 结构 动力 学 分 析 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 利 用 这 种 正 交 性 
可 以 方便 地 对 结构 振动 问题 进行 分 析 。 
利用 正 交 性 可 以 引入 以 下 一 些 新 的 概念 : 
(1) 模 态 矩阵 。 
D=[DB,B,,D] (ERY) (3.3.9) 


Hp, @(r=l,-., N) 即 为 由 式 (3.2.22) 中 定义 的 标准 模 态 。 
(2) 广义 质量 矩阵 ( 模 态 质量 矩阵 ) 。 


M. 
MD MG = …. (3.3.10) 
My 
(3) 广义 刚度 矩阵 GRANIE EE) 。 
K, 
玉生 万 LIKGO = ES (3.3.11) 
Ky 
(4) o, , K, , M, 的 关系 。 
m? = (=1…,N) (3.3.12) 


r 


如 果 钞 是 由 式 (3.2.25) 所 定义 的 归 一 化 方法 得 到 的 模 态 和 矩阵， 那么 对 于 任 一 
F, 有 


M,=1, M=I (r=L,..,N) (3.3.13) 
K = 4=diag{o?, oy} (3.3.14) 


(5) 解 而。 利用 模 态 矩阵 对 式 (3.2.1) 作 线 性 变换 ， 令 
u(t) = Dn (1) (3.3.15) 
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将 式 (3.3.15) 代 入 式 G3.2.1)， 用 @I 左 乘 之 ， 并 利用 式 (3.3.10) 及 式 (3.3,11) ， 运 动 
微分 方程 便 成 为 解 耦 的 形式 
M (D+Kn(0O=0 (r=1,-,N) (3.3.16) 


2. 展开 定理 


1) 位 移 展 开 定理 
HTF N 维 空间 中 的 任 一 位 移 x(D 可 按 该 空间 中 的 模 态 坐标 展开 。 
证 对 于 一 个 NN 维系 统 ， 有 NN 个 正 交 的 模 态 向 量 ， 它 们 是 线性 独立 的 ， 所 以 
可 构成 位 移 空 间 中 的 基础 解 系 ， 而 且 是 一 组 正 交 基 
五 =[ 四 ,四 pw] (3.3.17) 
注意 式 (3.3.17) 在 这 里 的 意义 不 是 一 个 矩阵 ， 而 是 一 组 基 向 量 ， 那么 对 于 任意 
一 个 位 移 u， 可 以 表示 为 这 组 标准 模 态 的 线性 组 合 


N 
uÐ => `7,@, (3.3.18) 


r=1 


HERRERA 
ult) = y . (3.3.19) 


EF, 7, 即 为 4 在 g, 上 的 坐标 ， 又 称 为 模 态 坐标 。 利 用 正 交 性 可 得 


M. 


r 


-| r eru E =l, N) (3.3.20) 


证 毕 。 
2) 能 量 展开 定理 
系统 的 总 动 ( 势 ) 能 为 各 主 振 型 的 动 ( 势 ) 能 之 和 ， 即 


N 

T => T, (3.3.21) 
7 一 | 
N 

U=>'U, (3.3.22) 


r=l 


现 以 式 (3.3.21) 为 例 进 行 推导 。 
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T-15 F müi =li Ma = LO MO 
2 个 卸 2 2 


1 .7 一 ， 12... _ 
=>) MD = 2 M, = 2 T, 
r=1 r=l 


其 中 也 =), M, /2 即 为 系统 与 第 r 个 主 振动 相对 应 的 动能 。 


3. 特征 值 的 有 序 性 
特征 值 按 从 小 到 大 的 规则 排序 ， 就 是 特征 值 的 有 序 性 ， 即 


OSa <o < SOW < Ow’ (3.3,23) 
或 
0<N<h <SS Aya hy (3.3.24) 
其 中 
A =0 (r=b,N) (3.3.25) 
特征 值 有 序 性 的 物理 意义 如 下 : 


(1) 低 阶 模 态 对 应 低频 振动 。 虽 然 模 态 是 空间 中 的 概念 ， 频 率 是 时 间 上 的 概 
念 ， 但 二 者 是 相互 联系 的 ， 成 对 出 现 ， 共 同 描述 同一 个 问题 。 

(2) 高 阶 模 态 对 应 较 高 的 能 量 。 

(3) 在 考虑 截断 模 态 时 ， 一 般 是 截断 高 阶 模 态 ， 保 留 低 阶 模 态 ， 而 不 是 任意 
取舍 。 

(4) 试验 时 ， 由 于 条 件 限 制 不 可 能 测 得 全 部 模 态 ， 往 往 只 能 测 得 较 低 阶 的 模 
” 态 。 将 试验 值 与 理论 值 进行 比较 ， 也 是 根据 这 个 顺序 来 进行 ， 而 不 是 随便 比较 的 。 
特征 值 的 序数 对 应 着 振动 模 态 的 阶 次 。 

(S) 不 同 阶 次 的 频率 对 应 不 同 的 物理 现象 。 在 后 续 的 章节 中 将 看 到 低频 振动 
与 高 频 振动 将 有 不 同 的 物理 现象 ， 因 此 ， 特 征 值 是 有 序 的 。 

(6) 特征 值 的 有 序 性 与 下 面 将 要 介绍 的 隔离 定理 密切 相关 。 


4. 特征 值 的 隔离 定理 


对 于 一 个 入 自由 度 的 系统 ， 其 固有 频率 具有 式 (3.3.23) RA (3.3.24) 所 示 的 顺 
序 。 如 果 在 这 个 系统 上 增加 一 个 约束 ， 则 得 到 一 个 新 的 (W-D 自由 度 的 系统 ， 这 


个 新 系统 的 回 有 频率 仍然 有 序 ， 为 
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0<40) <, <... < Aya (3.3.26) 


其 中 ， 上 标 (1) 表示 增加 了 一 个 约束 ， 下 标 N -1 表示 减少 了 一 个 自由 度 ， 那 么 这 
两 个 系统 的 特征 值 关 系 是 


0<A<490<21 NV <S Aya (3.3.27) 
一 般 地 ， 如 果 对 一 个 N 自由 度 的 系统 增加 xm 个 约束 ， 那 么 
0< A <. EHV <A <... Aym” Aw mp (3.3.28) 


其 中 m=1,2,…,N 一 2。 

由 于 这 个 定理 的 证 明 较 复杂 ， 因 而 该 定理 的 证 明 在 第 8 章 中 给 出 ， 这 里 最 重 
要 的 是 理解 定理 的 意义 。 

定理 的 意义 如 下 。 

(1) 增加 约束 使 特征 值 增 大 或 保持 不 变 , 但 不 可 能 减 小 。 图 3.3.1 给 出 了 一 个 
简单 示例 。 


vi v | LZ) 
Vv] V2 


(a) (b) 
图 3.3.1 约束 影响 示意 图 


(2) 增加 约束 不 可 能 使 任何 一 阶 的 频率 大 到 超过 下 一 阶 的 频率 。 这 就 是 右 端 
不 等 式 的 意义 。 

(3) 在 原 系统 的 相继 x +1 个 特征 值 之 间 必 有 新 系统 的 特征 值 。 

(4) 在 新 系统 的 相继 x +1 个 特征 值 之 间 必 有 原 系 统 的 本 征 值 。 

(5) 由 有 限 元 法 给 出 的 解 是 精确 解 的 上 界 。 因 为 有 限 元 的 基本 思想 就 是 把 一 
个 无 穷 维 的 问题 “约束 ”为 有 限 维 ， 增 加 约束 使 频率 提高 。 
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(6) 由 瑞 利 法 得 到 的 近似 解 是 精确 解 的 上 界 。 面 且 当 自由 度数 N 增加 时 (或 
约束 m 减少 时 )， 特 征 值 从 上 面 趋 于 精确 解 。 因 此 ， 这 个 定理 指出 了 近似 解 的 一 
种 收敛 性 。 表 3.3.1 给 出 了 该 定理 的 直观 解释 。 


R331 ”特征 值 的 收敛 方向 


k; D ! 2 3 = N 
约束 个 数 N-t N-2 N-3 0 
1 阶 频 率 > an> 13 > A 
2 阶 频率 A~? > A> ¿ 
3 阶 频 率 > ¿ 
第 N 阶 频率 
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阻尼 在 所 有 的 振动 系统 中 都 存在 ， 它 起 到 了 消耗 系统 能 量 的 作用 。 在 结构 动 
力 分 析 中 ， 通 常 从 系统 响应 这 个 角度 来 考虑 阻尼 ， 而 且 能 量 的 损耗 是 由 外 界 激励 
来 平衡 的 。 一 个 振动 系统 可 能 存在 多 种 不 同类 型 的 阻尼 ， 一 般 来 说 ， 要 用 数学 的 
方法 来 精确 描述 阻尼 目前 是 比较 困难 的 。 因 此 ， 人 们 根据 经 验 提出 了 一 些 简化 模 
型 ， 常 用 的 阻尼 模型 有 舌 性 阻尼 和 结构 阻尼 。 
1. FERRERA 
条 性 阻尼 的 特点 是 阻尼 力 与 运动 速度 成 正比 。 自 由 振动 的 运动 微分 方程 为 
Mü(t) + Cua(t) + Ku(t) = 0 (3.4.1) 
其 中 ，x 为 广义 位 移 向 量 ，C& 为 黏 性 阻尼 力 。 
现在 最 关心 的 问题 是 ,在 增加 了 Cu 项 后 , 方程 能 否 解 不 ， 邑 阻尼 和 矩阵 C 能 否 
对 角 化 的 问题 。 最 常用 的 一 种 假设 是 瑞 利 阻尼 
C=aM +a K (3.4.2) 
从 代数 特征 值 问题 出 发 
(K-@M)D=0 (r=1,.,N) (3.4.3) 


由 正 交 性 原理 
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CIMG = M, ó,, (3.4.4) 
DIKO, = o2M,ó,, (3.4.5) 
其 中 
5 a (3.4.6) 
0, rts 
得 
GICGO = (a, +a, @2)M,ó,, (3.4.7) 
定义 模 态 阻尼 为 
C, =GICO =2M.o,ë, (3.4.8) 
uh, ¿ NER IK, WA 
£ = "P: + aJ (3.4.9) 


由 式 (3.4.2) 可 以 看 到 ， 确 定 瑞 利 阻尼 即 确定 参数 m 和 am ， 从 式 (3.4.9) 可 知 ， 
只 要 知道 两 组 模 态 参数 (5&6,w,) 和 (5& ,wm,) ， 两 个 方程 就 可 以 解 出 两 个 未 知 数 . 
ao,a。 这 种 由 两 组 模 态 参数 决定 全 部 模 态 阻尼 的 方法 显然 很 粗糙 ， 另 外 一 些 较 精 
确 的 方法 可 参看 有 关 参 考 文献 。 
2. 与 狐 性 阻尼 系统 相关 的 基本 概念 


1) 刚度 型 阻尼 和 质量 型 阻尼 
在 式 (3.4.2) 中 ， 如 果 ao 0，a =0， 则 


I Cy =a M (3.4.10) 
如 果 ao =0， a 0, 则 
Cx =a,K (3.4.11) 


称 Cu 为 质量 型 阻尼 ， 而 Cx 为 刚度 型 阻尼 。 
在 式 (3.4.9) 中 ，aoM 项 对 阻尼 的 贡献 是 使 & 与 w, 成 反比 ， 即 随 w, 的 增 大 
而 减 小 ， 这 就 是 质量 型 阻尼 的 特点 。 而 aK 项 对 阻尼 的 贡献 是 使 5 与 w, 成 正比 ， 
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£ BË o, 的 增 大 而 增 大 ， 这 是 刚度 型 阻尼 的 特点 。 
2) 黏 性 阻尼 系数 C, 


C, = D'CO (3.4.12) 
HEH, @ ARSHI, CMEI. 
3) RARFN, 
N = (3.4.13) 
2M, 
4) MÆRE, 
g =A (3.4.14) 
O, 
5) HAFO, 
l 
= 3.4.15 
Q, 2E ( ) 


以 上 这 些 参数 是 从 不 同 的 角度 衡量 一 个 系统 的 阻尼 特性 ， 其 中 下 标 ” 对 应 第 
r 阶 模 态 。 
3. 对 角 化 处 理 


在 讨论 固有 特性 时 ， 由 于 阻尼 对 固有 频率 和 固有 模 态 的 影响 很 小 ， 因 此 ， 可 
以 按 无 阻尼 系统 求解 模 态 向 量 。 已 知 模 态 向 量 关 于 M 和 天 是 正 交 的 ,那么 对 于 瑞 
利 型 阻尼 (如 式 (3.4.2) 所 定义 ) 也 是 正 交 的 。 对 于 一 般 的 笋 性 阻尼 矩阵 C ， 如 果 


DICD, 0 (r=s) 
工程 上 一 般 采 用 令 
DCD =0 (ræs) 
的 方法 使 C 对 角 化 ， 这 种 对 角 化 处 理 方法 是 基于 下 述 这 样 的 工程 实际 : 
(1) 在 稀疏 模 态 的 情况 下 ， 阻 尼 间 的 克 合 较 小 。 
(2) Ci 只 有 在 共振 区 才 起 主要 作用 ， 而 在 低 于 共振 区 时 ， Kw 起 主要 作用 ， 


在 高 于 共振 区 时 ， Mii 起 主要 作用 。 由 于 在 非 共振 区 本 身 Cr 的 作用 其 小 ， 令 其 非 
对 角 元 素 为 零 是 相对 合理 的 。 
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4. 自由 振动 方程 的 解 
利用 正 交 性 原理 和 对 角 化 方法 可 将 式 (3.4.1) 通过 坐标 变换 的 过 程 进行 解 炎 。 
将 式 (3.3.19) 代 入 式 (3.4.1)， 并 用 BT 左 乘 式 (3.4.1) 得 
Mij, +C,n, + K,n, =0 (r=l,:-, N) (3.4.16) 


如 果 取 首 项 系数 为 1， 用 M, 除 以 方程 各 项 ， 并 将 式 (3.3.14) 和 式 (3.4.8) 代入 ， 
则 解 辜 后 以 模 态 坐 标 表示 的 微分 方程 为 


P, +26 on +0n,=0 (r=1,= N) (3.4.17) 
以 第 7 个 方程 为 例 ， 设 它 的 解 的 形式 为 
m, =e% (3.4.18) 


将 式 (3.4.18) RAR (3.4.17) ， 得 


A? +26,0, +0? = 0 (3.4.19) 
方程 的 特征 根 为 
ht, +0, JE -1 (3.4.20) 
讨论 : 


1) 过 阻尼 情况 点 >1 

这 时 ， 方 程式 (3.4.19) 的 两 个 根 都 是 实 根 ， 而 且 是 负 的 ， 代 入 式 (3.4.18) ， 得 
到 的 通 解 便 是 

7, =T. en +T. e (3.4.21) 

在 这 个 解 中 没有 周期 性 的 因子 ， 就 不 是 振动 。 当 黏 性 阻尼 大 到 这 样 的 程度 时 ， 
在 物体 离开 平衡 位 置 之 后 ， 根 本 没有 振动 而 只 是 缓慢 地 回 到 平衡 位 置 。 

2) 临界 阻尼 情况 上 =1 

这 是 不 发 生 振 动 的 临界 值 ， 对 应 的 阻尼 是 临界 阻尼 。 用 C. 来 表示 与 第 r 阶 振 
动 对 应 的 临界 阻尼 ， 那 么 由 式 (3.4.13) K Ñ (3.4.14) 得 


C, =2M,0, (3.4.22) 


再 由 式 (3.3.14) 得 
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=2 /K,M, (3.4.23) 


3) 欠 阻 尼 情 况 台 <1 
这 时 ， 由 式 (3.4.20) 表示 的 特征 根 为 两 个 复 根 
Å = —¿, Q, +jø Ve (3.4.24) 
1, = 2, (3.4.25) 
式 (3.4.25) 表示 第 2 个 根 是 第 1 TARI, ww pR — xti 3k, H 
4.4, = 02 (3.4.26) 
An + 4. = 26, (3.4.27) 


KR 3.4.24) RR (3.4.25) 代入 式 (3.4.18) 中 ,得 方程 的 特 解 。 这 两 个 解 的 和 或 
差 乘 上 任何 常数 仍 是 原 方程 的 解 。 于 是 


7, = Geer +e) = Ce ”cos(w,t) (3.4.28) 
11. = Ber -ebx ) = Ce *%! sin(@yt) (3.4.29) 
将 两 式 相 加 便 得 到 式 (3.4.17) 的 通 解 为 
n, (t) =e >! [c cos(@,t) + C, sin(@t)] (3.4.30) 
其 中 
ou =0, JI — £2 (3.4.31) 
式 (3.4.30) 代表 了 一 个 辐 值 衰减 的 周期 性 振动 ， 其 周期 为 


Ty = 一 = 一 (3.4.32) 


T= 二 (3.4.33) 
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比较 式 (3.4.32) 与 式 (3.4.33) 可 以 看 出 ， 由 于 阻尼 的 存在 ， 振 动 周期 增 大 了 。 
但 如 果 上 之 1， 所 增 大 的 周期 就 是 一 个 二 次 微量 。 所 以 在 实际 问题 中 ， 可 以 假设 


微小 的 黏 性 阻尼 不 影响 振动 的 周期 。 
5. 结构 阻尼 系统 
结构 阻尼 系统 的 运动 微分 方程 为 


Mè + jHx+ Kx = 0 (3.4.34) 
其 中 , j= V-1 ° 
从 方程 中 可 以 看 到 ， 结 构 阻 尼 的 特点 是 阻力 与 位 移 的 大 小 成 正比 ， 但 与 位 移 
在 相位 上 相差 90 。 


对 于 结构 阻尼 系统 关心 的 仍然 是 方程 的 解 耦 与 方程 的 求解 问题 。 
假设 瓦 是 瑞 利 阻尼 ， 即 
H=aM+BK (3.4.35) 
其 中 ， G, J; 为 比例 系数 ， 意义 同 式 (3.4.2) 中 的 (ao;,g) 5 这 里 到 不 同 的 符号 主要 为 
了 区 分 黏 性 阻尼 和 结构 阻尼 。 那 么 


É 


M, | o (3.4.36) 


P'HO =a 


il> 


即 在 比例 阻尼 的 情况 下 ,方程 是 可 以 解 看 的 。 通 过 模 态 变换 ， 式 (3.4.34) 解 耦 为 


s P MI F: | 


(3.4.37) 


K 


r 


z: 
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其 中 ， 记 


-A K, | (3.4.38) 


xel K, e M, 


和 矩阵 [及 )] 即 所 谓 的 “ 复 刚 度 ”。 对 式 (3.4.37) 中 的 第 x 个 方程 有 


Mj. + K, [ G J 7, = 0 (3.4.39) 
定义 
u M,(a + Bo) _ a0? +B (3.4.40) 
K, K, 
为 结构 的 阻 率 ， 那 么 式 (3.4.39) 成 为 
ñ, +@2(1+ jg), =0 (3.4.41) 
设 特 解 为 
n, = nes! (3.4.42) 
代入 式 (3.4.41)， 并 由 元 #0 的 条 件 ， 得 
s? -w+ijg,)=0 (3.4.43) 
解 得 
s, =+0, V+ jg, (3.4.44) 
将 式 (3.4.44) 按 索 勒 级 数 展开 得 
s, =Ø, [3 _ Le y th +o, (i$is, | (3.4.45) 
2 8 2 


IN (3.4.45) 即 为 方程 式 (3.4.41) 的 特征 根 。 将 式 (3.4.45) 代入 式 (3.4.42) ， 得 方程 的 
解 为 


1 
=g,0,t 


I 
— i 780, — —i 
n, (t) = e 2" +e .e2 (3.4.46) 
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1 
由 于 e2“” 项 随时 间 增 长 而 增长 ，e-j** 项 是 振东 项 , AE s, = -wd+j /2) 是 


”不 符 


合 实际 情况 的 根 ， 应 去 掉 。 


元 = Ae) 


1 
-78,0 , 
nD)= Ae 2" eW) 


如 果 只 取 实 部 或 虚 部 ， 则 


el 
n, (t)=4e? sin(w,t+0.) 


由 式 (3.4.49) 可 见 ， 结 构 阻 尼 不 改变 自由 振动 的 频率 ， 即 


Og, 5 o, 


6. TE MELJE 5 2E 44 E E. 8 H 


1) 自由 振动 的 频率 
EREET wu =0, 1-2 ， 略 小 于 固有 频率 mw 。 


在 结构 阻尼 情况 下 w。= w, ， 即 自由 振动 频率 不 受 结构 阻尼 的 影响 。 


2) 复 频 率 的 模 
黏 性 阻尼 : 14. E o, 


i 2 
结构 阻尼 ， |s, |= TES 


3) 振 型 与 阻尼 的 关系 
振 型 的 幅 值 与 阻尼 无 关 。 
4) 两 种 阻尼 的 关系 


g, =26, 


5) 刚度 型 阻尼 与 质量 型 阻尼 
A. 刚度 型 阻尼 


(3.4.47) 


(3.4.48) 


(3.4.49) 


(3.4.50) 


在 狐 性 阻尼 中 ,阻尼 随 阶 次 x 增 大 而 增 大 ,在 结构 阻尼 中 , 当 w =0 时 ， 8,=p,， 
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则 刚度 型 阻尼 为 常数 ， 且 与 + 无 关 。 
B. 质量 型 阻尼 
黏 性 阻尼 ; E = 40/20, 


结构 阻尼 : g, = aj o2 
这 说 明 在 和 性 阻尼 的 情况 下 阻尼 系数 衰减 较 慢 一 些 。 
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多 自由 度 振动 的 第 一 阶 频率 在 工程 上 又 叫做 基 频 。 基 频 对 一 个 结构 系统 的 动 
力 特性 往往 起 着 至 关 重要 的 作用 。 因 此 ， 工 程 师 们 也 往往 首先 关注 的 是 一 个 结构 
的 基 频 ,并 希望 有 一 种 较 快捷 的 方法 估算 基 频 (虽然 是 近似 的 , 但 却 有 令 人 满意 的 
精度 ) ,以 便 尽 早 地 对 一 个 结构 系统 的 动力 特性 给 出 定性 分 析 。 瑞 利 法 和 邓 克 利 公 
式 是 工程 上 应 用 较 多 的 基 频 近似 估算 法 。 前 者 给 出 了 精确 解 的 上 界 ， 后 者 给 出 了 
精确 解 的 下 界 ， 可 以 只 使 用 其 中 的 一 种 方法 ， 也 可 以 两 种 方法 联合 使 用 ， 现 分 别 
叙述 如 下 。 ! 


1. 瑞 利 原理 


单 自 由 度 保 守 系 统 的 固有 频率 可 以 利用 该 系统 最 大 动能 与 最 大 势能 相等 的 原 
理 找到 。 瑞 利 指 出 这 种 方法 还 能 应 用 于 多 自由 度 系 统 ， 但 要 对 位 移 有 合理 的 振 型 
假设 。 对 于 多 上 自由 度 保守 系统 的 瑞 利 原理 就 是 系统 的 最 大 动能 与 最 大 势能 相等 。 


2. 瑞 利 商 


利用 和 矩阵 符号 对 这 种 方法 能 方便 地 进行 如 下 讨论 。 
令 M 和 下 为 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 ，X 为 假定 位 移 的 振幅 向 量 ， 则 对 于 谐 运 
动 ， 最 大 动能 和 势能 写成 


Ta =° X" MX (3.5.1) 
U . =—XIKY (3.5.2) 


而 对 于 保守 系统 有 
T =U (3.5.3) 
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由 此 可 得 
2 XIKX 
@ = 
X MX 
式 (3.5.4) 即 称 为 瑞 利 商 ， 这 个 比值 从 上 限 趋 近 于 基 频 。 由 于 它 的 数值 对 所 假设 的 


振幅 的 选择 并 不 敏感 ， 因 此 ， 由 瑞 利 商 得 到 的 基 频 具有 足够 的 精度 。 为 了 说 明 这 
一 点 ， 下 面 将 用 模 态 (i=1…,N) 表示 所 假设 的 位 移 振 辐 向 量 。 


(3.5.4) 


X=D +C, +GP; (3.5.5) 
那么 (由 正 交 性 ) 
XT KX = GTKG + CDOT K@, + CDI KD + 3.5.6) 
XTMX = @! MD + C2@] MD, +C OMD, +… 
根据 代数 特征 值 问题 ， 有 
CGIKGO = PMD, (i=l,-,N) (3.5.7) 
瑞 利 商 成 为 
2 T 
o =o 11 + C2 m 1 PMP.. (3.5.8) 
0 D MD 


WMR D Ei D MD =1 归 一 化 的 模 态 ， 那 么 ， 上 述 方程 简化 为 


` 0 
P = O: ee | (3.5.9) 
o? 


由 特征 值 的 有 序 性 知 w, >a MA 


因此 
P >a (3.5.10) 


13.5.10) 表明， 由 瑞 利 法 得 到 的 基 频 近似 解 是 其 精确 解 的 上 限 。 这 个 事实 能 
够 这 样 来 说 明 : 任何 偏离 固有 曲线 的 偏差 需要 附加 约束 条 件 ， 这 就 意味 着 较 大 的 
刚度 和 较 高 的 频率 。 一 般 来 说 ， 应 用 弹性 体 的 静 变形 曲线 会 得 到 十 分 精确 的 基本 
hH ay 如 果 想 取得 更 为 精确 的 值 ， 就 要 反复 改进 近似 曲线 。 由 于 
G(i=2,3,…) 表示 所 假定 的 振幅 和 精确 的 振幅 四 的 偏差 ， 则 计算 频率 的 误差 只 是 
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同 这 种 偏差 的 平方 值 成 正比 ， 这 一 点 说 明了 瑞 利 法 对 据 型 误差 的 不 敏感 性 。 
同时 , 这 种 分 析 的 结果 说 明 , 如 果 所 假设 的 是 精确 的 基本 位 移 (或 振 型 ) @ ， 


由 这 种 方法 得 到 的 基 频 就 是 精确 的 频率 。 
3. 瑞 利 法 在 梁 振 动 中 的 应 用 

Sm 为 沿 梁 的 长 度 方向 的 单位 长 度 质 量 , 了 为 所 假定 的 梁 的 挠 曲 振动 的 振幅 ， 
那么 ， 梁 的 最 大 动能 为 


_ 1 .2 _1 2Í > ' 
T -max Zf» am)=30 fam (3.5.11) 


max 


HH, o XÆM (rad/s) 。 
梁 的 势能 由 储藏 在 梁 内 的 弹性 能 所 做 的 功 来 决定 , 令 M. ABE 0 为 弹性 曲 
线 的 转角 ， 所 做 的 功 等 于 


u=} fm,ao (3.5.12) 


由 于 这 里 研究 的 是 小 变形 线 弹 性 问题 ， 那 么 由 材料 力学 的 知识 可 知 
dð d2y M, 


Se ay M, 3.5.13 
dx dx? EI ( ) 
其 中 ，EI 为 梁 的 弯曲 刚度 ， 则 
U. = max 1 fMi ax -1 faf EL} ax (3.5.14) 
max 2d EI 2 dx? T 
H Tnax = Umax ° 得 
2 
Ja) dx 
2 dx 
o =— (3.5.15) 
fam 


H 3.5.1 RE 3.5.1 所 示 具 有 均匀 截面 简 支 梁 的 基 频 。 


图 3.5.1 均匀 简 支 粱 
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解 ” 设 位 移 用 正弦 曲线 表示 为 
y= | yo sin T= sinan) 
其 中 ，» 为 跨 中 最 大 位 移 。 因 此 二 阶 导数 为 


2 
—= -3 yo sin sin(or) 


代入 式 (3.5.15) 得 


因此 可 得 基 频 为 


其 中 P 为 沿 粱 的 长 度 方向 的 质量 密度 。 

例 3.5.2 在 图 3.5.1 所 示 的 梁 中 ， 如 果 两 端 间距 离 是 固定 不 变 的 ， 由 横向 位 
移 将 产生 拉 应 力 o ， 试 在 频率 方程 式 中 考虑 这 种 附加 的 应 变 能 。 

解 ” 由 于 有 横向 位 移 ， 梁 的 长 度 dx 将 增加 大 约 为 


在 dx 单元 上 附加 的 应 变 能 


dU = loAgdx = 工 Eds2dx 
2 2 


RH, 4 为 横 截面 积 ，o 为 拉 应 力 ，e = (dy/dxzj2 /2 为 单位 应 变 。 
使 动能 等 于 弯曲 、 拉 伸 形 成 的 总 应 变 能 ， 可 得 


2 \2 4 
zo ftam- fE ar43 | 如 | 全 dx 
2 2 dx? 2J 4 \dx 
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然后 得 到 频率 方程 为 
fa aT fE dya, 
2 dx 4 | dx 
@ = —— Q 
fram 


这 个 方程 式 中 包含 了 由 拉 伸 引起 的 附加 项 。 
例 3.5.3 ”一 悬臂 梁 如 图 3.5.2 所 示 ， 求 基 频 。 


I 
图 3.5.2 HIRR SE 


解 BETAM HRESTER hyk ES RE PETER E rH šh p= E E 
变 位 曲线 完全 一 致 ， 即 


式 中 


或 


2 
olp fd27 3EI ， 
u. =s f e E>) dx =-2 2 
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最 大 动能 为 


I 
pa (oY)2 dx 
3301] 2 2 
Ë. 140 U Yo 


上 式 表示 ， 在 所 假定 的 变形 曲线 下 ， 单 位 长 度 质量 为 的 均匀 梁 的 振动 特性 ， 与 
一 根 无 重量 梁 端 部 作用 有 一 集中 质量 为 33p1/140 的 情况 是 等 效 的 。 由 


Tas = Unmax ， 得 基 频 为 
3E1 
3 
@ = i =3.5 H 
33 ol pl 
140 
已 知 这 种 情况 的 精确 解 为 
e= 3.515 2 
pl 


一 般 来 说 ， 所 假定 的 变形 曲线 应 当 满 足 位 移 、 转 角 、 前 力 和 弯 矩 的 边界 条 件 。 
用 静 变 形 曲 线 ， 作 为 近似 曲线 ， 是 满足 这 些 条 件 的 ， 因 而 通常 它 会 得 到 允许 精度 
的 频率 。 

如 果 一 根 连续 梁 是 用 一 系列 集中 重量 万 ,万 … 来 代 蔡 ， 也 就 是 说 用 一 个 多 自 
由 度 系统 来 代替 一 个 连续 系统 的 情形 ， 则 最 大 应 变 能 可 以 由 重力 载荷 所 做 的 功 来 
求 。 作 为 第 一 阶 近似 ， 可 以 用 相应 点 的 静 找 度 yy ,y,,… 作 为 在 这 些 点 上 和 载 区 经 历 
的 路 程 。 这 种 情况 下 最 大 动能 和 最 大 势能 分 别 是 


1o? | 
T, => y t t Mys +] (3.5.16) 


1 
Umax = [W + Wy + Ways +] (3.5.17) 


35 ”确定 基 频 的 近似 方法 Be 


2 82 Wy 

o -EL iri 

Dwy 

其 中 ，g 为 重力 加 速度 。 如 果 想 要 更 精确 一 些 ， 则 用 动 裁 荷 代替 静 载 荷 ， 能 够 使 

更 好 地 趋 近 于 动力 曲线 。 因 为 动 载荷 moy 正比 于 挠 度 ， 所 以 可 以 用 修改 过 的 重 
E W, fl W,(y, / y) 重新 计算 变形 。 

动 载荷 的 概念 也 可 用 于 开始 假定 的 曲线 比 静 变 位 曲线 更 简单 的 情况 。 设 这 样 

的 曲线 为 y(x) ， 单 位 长 度 的 动 载荷 为 w*m(x)y(x) ， 它 与 治 深 长 度 方 向 前 力 的 改变 

量 相等 ， 即 


(3.5.18) 


dO = wm(x)y(x)dx (3.5.19) 


如 图 3.5.3 所 示 。 
由 于 


图 3.5.3” 梁 单 元 隔离 体 
da = Qdx (3.5.20) 
# EE M, 可 由 积分 求 得 。 把 M, 代入 下 式 : 


= 一 | 一 此 dx f (3.5.21) 


可 知 势能 正比 于 m” 。 

实际 上 从 下、 来 看 ， 动 能 并 不 会 由 于 所 假定 曲线 的 粗糙 而 变 得 敏感 ， 而 取决 
于 曲率 的 应 变 能 可 能 由 于 粗略 的 假定 会 有 较 大 的 误差 ， 因 此 需 仔 细 地 选取 挠 曲 函 
数 。 下 例 将 说 明 这 个 问题 。 

例 3.5.4 利用 简单 曲线 y = 2 RE 3.5.4 所 示 均 匀 悬 臂 梁 的 基 频 。 

解 ”由 式 (3.5.15) 得 
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2 
Í a( $2) dx 
0 
= =4.47 
ydm pl 
0 
而 精确 解 为 
@ = 3.52 ni 
pl 
O E 
< 
č — 
<— ._ 
图 3.5.4 BER 


可 匈 ， 所 得 的 结果 误差 较 大 。 这 是 因为 所 假设 的 曲线 方程 不 能 满足 自由 端的 
边界 条 件 。 现 在 进行 修正 如 下 。 
按 本 题 所 给 的 曲线 ， 在 距 O 端点 为 £ 的 点 处 剪 力 为 


I 2 
NE= f apee dr- EE) 


BE O 端点 为 x BË ts Ab 255839 
M,G)= J owas -ee fe - A = 4D x+ x) 


代入 式 (3.5.21) 得 


mx OFE 12 


1 
Triax == fo y’ pdx = OE wes eoo E 
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o- HEEL 353 ËL 
pt pl 


这 个 解 已 十 分 接近 于 精确 解 。 
4. 邓 克 利 公 式 


瑞 利 原理 给 出 了 基 频 的 上 限 ， 邓 克利 (Dunkerley) 公 式 是 瑞 利 原理 的 补充 ， 它 
将 给 出 基 频 的 下 限 。 邓 克利 公式 是 从 特征 方程 出 发 通过 建立 特征 值 与 系统 矩阵 的 
系数 之 间 的 关系 来 分 析 所 得 到 的 结果 。 


首先 介绍 系统 矩阵 的 概念 。 
对 于 由 式 (3.2.18) 所 示 的 代数 特征 值 问题 ， 用 MIRAR (3.2.18), J 
A=, A=M`K (3.5.22) 
则 式 (3.2.18) 成 为 
(A-ADU =0 (3.5.23) 
特征 方程 成 为 


14- ArF0 (3.5.24) 


由 于 矩阵 4 包含 了 系统 的 全 部 信息 ， 因 此 ，4 称 为 系统 矩阵 。 求 解 式 (3.2.19) 
的 特征 值 w”， 就 等 价 于 求解 系统 矩阵 的 特征 值 4 ， 或 求解 特征 方程 


|A -AIEO (3.5.25) 


HEA] (如 果 47! 存 在 ) 。 式 (3.5.24) 以 刚度 公式 为 基础 ， 式 (3.5.25) WARE 
公式 为 基础 。 
由 式 (3.5.24) 导出 4= 巡 的 产 次 代数 方程 ， 而 由 式 (3.5.25) 导出 4 = o 2 ËJ n 
次 代数 方程 。 因 此 ， 由 式 (3.5.25) 求 出 的 最 大 特征 值 其 实 是 系统 最 小 特征 值 ， 反 之 
为 了 导出 邓 克 利 公 式 ， 从 和 柔 度 矩 阵 出 发 ， 并 以 式 (3.2.7) 所 示 的 三 维系 统 为 例 
来 指出 其 中 的 规律 。 现 将 式 (3.2.7) 重 写 于 此 (用 {x} 表示 位 移 向 量 ) 


xi =a, ta, f; tah 
x, =a i ta, f, +a, f, 


X3 = as, f) + as; f> + asa f; 
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假设 一 谐振 动 ， 且 用 惯性 力 代 状 力 ， 即 


£ = —m;,X = o’ m;x; (3.5.26) 
WR (3.2.7) 成 为 
| QI am, Azm | |x 
x, t= @2 | am, aym, aym |$ X (3.5.27) 
X3 GM Azm a3 | (%3 
或 
-1 1 
É (>) r {x} =0 (3.5.28) 
其 中 
4 = 天 -MX (3.5.29) 
特征 方程 为 
1 
am > am, K) 
1 
a, m, anm 一 一 了 am, |=0 (3.5.30) 
@ 
1 
a3 a32 04337103 —— 
@ 


将 式 (3.5.30) 展开 ， 得 到 lw? 的 三 次 方程 式 
2 


3 
1 1 

(5) — (ami + a;;m, tam) [二 | +…=0 (3.5.31) 
O w 


如 果 该 方程 式 的 根 为 oz 10,10 ,那么 ， 上 述 方程 能 因 式 分 解 为 下 列 形 


式 ; 
1 1 1 1 1 1 
一 一 一 一 |=0 (3.5.32) 
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1¥ (1 1 101IY 
| L …=0 (3.5.33) 
加 É heili t 
比较 式 (3.5.31) 与 式 (3.5.33) 可 见 ，(y o2?)2 前 的 系数 等 于 特征 方程 根 的 和 ， 也 等 于 
AERE AT HIRE, B 


3 
t(4!)= S) (3.5.34) 
j=] \ @; 
由 式 (3.5.34) 知 ， 对 于 一 个 n 个 自由 度 的 系统 ， 有 
二 + (3.5.35) 
o O n 


因为 a 是 柔 度 影 响 系 数 ， 它 等 于 ! 处 单位 载荷 在 ! 处 引起 的 挠 度 。 因 此 , 它 的 
倒数 就 是 刚度 系数 ko CETE i 处 产生 单位 位 移 所 需要 的 力 。 同 理 ， 有 


o. = [a (3.5.36) 


是 当 系 统 里 只 有 m, 存 在 时 系统 的 固有 频率 ， 因 此 ， 式 (3.5.35) 为 


1 1 
tt tn t+ a,,tmh, +a,Ím, 
2 


O, H 
= 人 537) 
ki k, km Of On Onn 


系统 基 频 的 估算 可 从 下 面 这 个 观点 得 到 ， 即 认为 om ,中 ,… 等 对 应 较 高 固有 频 
率 的 振 型 。 因 此 ， 式 (3.5.37) 中 左边 的 /02 ,1/o2 ,… 等 项 可 以 略 去 。 如 果 记 而 是 
H, o 是 按 上 述 假 定 得 到 的 近似 值 ， 那 么 


=> L > L (3.5.38) 


(3.5.39) 
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所 以 有 
1 1 
一 > 一 (3.5.40) 
o? 未 
因而 
ESA (3.5.41) 


由 式 (3.5.41) 可见 ， 由 邓 克 利 公式 确定 的 近似 解 小 于 它 的 精确 解 ， 式 (3.5.39) 
即 是 求解 基 频 近似 解 的 邓 克 利 公式 。 


思考 题 与 习题 


3-1 建立 如 图 E3.1 所 示 系 统 的 刚度 矩阵 : (1) 用 x 与 9 作为 广义 坐标 ; (2) 用 xi 与 x2 作 为 广 
义 坐 标 。 


MI 


E E3.1 


3-2 ”一 悬 璧 粱 的 一 端 放置 一 个 惯性 矩 很 大 的 机 器 。 因 为 其 惯性 矩 很 大 , 所 以 在 模型 中 应 用 考虑 
旋转 的 影响 。 因 此 运用 一 个 两 自由 度 的 模型 来 表示 ， 该 模型 的 广义 坐标 为 机 器 的 位 移 x, 
梁 未 端 弹性 曲线 的 斜 角 g。 若 已 知 该 梁 的 长 度 为 工 ， 弹 性 模 量 为 互 ， 横 截面 惯性 模 量 为 7， 
确定 该 模型 的 柔 度 和 矩 阵 。 

33 图 E3.2 的 所 振 系统 有 无 质量 的 轴 和 两 个 圆 盘 组 成 。 已 知 轴 段 的 扭转 刚度 为 to 和 ko A 


盘 的 转动 惯量 为 五 和 五 ， 并 受到 扭矩 Mi 和 M, 的 作用 ， 写 出 系统 的 振动 微分 方程 。 
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3-4 质量 为 m 和 m 的 质点 受 弹簧 约束 在 水 平面 内 微 幅 振动 ， 如 图 E3.3 所 示 。 已 知 
五 (=12…,7) ， 求 系统 的 固有 频率 。 


图 E3.3 


3-5 在 图 E3.4 所 示 的 系统 中 ， 已 知 m(i=1,2) 各 (i=1,2) ， 刚 度 系数 为 的 弹簧 静止 时 水 平 ， 
长 度 为 7 的 均 质 杆 与 铅 垂 线 成 90 角 ， 求 系统 的 振动 微分 方程 和 频率 方程 。 


图 E3.4 


3-6 在 图 E3.5 所 示 的 三 级 摆 中 ， 已 知 mi =m =m =m, h=b =h =1。 斌 分别 以 x(i=1，2，3) 
和 9;(i=1,2,3) 为 广义 坐标 建立 振动 微分 方程 和 频率 方程 。 


3-7 图 E3.6 所 示 系 统 中 ， 梁 均 质 杆 长 为 1， 质量 均 为 m， 三 根 弹 繁 刚 度 系 数 均 为 t。 求 系统 的 
固有 频率 。 
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3-8 ”由 刚度 系数 均 为 大 的 两 个 弹 答 连接 三 个 相同 单 摆 ， 如 图 E3.7 R. MEKA I, 质量 为 
m。 求 系统 的 固有 频率 和 模 态 。 


图 E3.7 


3-9 RHA E3.8 所 示 系 统 的 固有 频率 以 及 系统 的 标准 模 态 矢量 。 


4 k 2k k 
"| = 
ese ee owo. 
fe 


图 E3.8 


3-10 证 明 上 题 所 确定 系统 振动 模 态 之 间 具 有 正 交 性 。 
3-11 多 自由 度 振 动 系统 质量 矩阵 M 和 刚度 和 矩阵 天 均 为 正定 。 对 于 模 态 x; 和 发 及 自然 数 n, 证 
明 : 


xi MK) "Me=0, xi (KM) "Kx =0 


3-12 4 e 为何 值 时 , 图 E3.9 中 系统 的 两 自由 度 模型 为 欠 阻 尼 系 统 ? 其 中 m=36kg, k=1.3x10° 


N/m。 
k 2k 
Z 
o Pe 
H 
c 2e 
图 E3.9 


3-13 ”质量 为 m、 长 人 抗 弯 刚 度 Er 的 均匀 悬臂 粱 基 频 为 3.515 5 ， 在 梁 自 由 端 放置 集中 质 


量 m1， 用 邓 克 利 法 计算 其 横向 振动 的 基 频 。 
3-14 ”不计 质量 的 梁 上 有 三 个 集中 质量 , 如 图 E3.10 所 示 , 用 邓 克 利 法 计算 其 横向 振动 的 基 频 。 
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m m 3m 
1⁄4 1⁄4 U4 1⁄4 | 
图 E3.10 
3-15 在 图 E3.8 所 示 的 系统 中 ,已 知 m 和 ko 用 瑞 利 法 计算 系统 的 基 频 。 
3-16 “用 瑞 利 法 计算 基 频 ， 选 假设 模 态 为 x. 证明; 用 o2-_ MX _ 比 用 wo2 L 计算 
, ` ' XTMFMX XTMY 


所 得 的 结果 更 精确 ， 其 中 M 及 分 别 为 系统 的 质量 矩阵 、 刚 度 和 矩阵 和 有 柔 度 矩阵 。 
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41 概 述 


第 3 章 主要 讲述 了 多 自由 度 结构 动力 系统 固有 特性 的 基本 概念 ， 其 中 ， 一 些 
概念 是 源 于 结构 动力 学 的 基本 方程 ， 也 就 是 建立 在 已 知 数学 模型 的 基础 上 。 然 而 
如 何 针 对 一 个 具体 问题 、 一 个 实际 的 结构 建立 数学 模型 ， 本 身 就 是 结构 动力 学 的 
一 个 基本 的 也 是 重要 的 内 容 。 在 大 学 的 课程 学 习 中 ， 已 经 学 过 了 对 研究 对 象 取 陋 
离 体 ， 分 析 隔 离 体 的 受 力 ， 然 后 用 牛顿 第 二 定律 建立 动力 学 基本 方程 的 方法 。 此 
法 对 于 一 些 较 简单 的 结构 是 行 之 有 效 的 , 并 且 很 方便 , 但 对 于 一 些 较 复杂 的 问题 ， 
则 显得 不 太 方便 。 这 一 章 介绍 另 一 种 建立 结构 动力 学 基本 方程 的 方法 ， 这 就 是 能 
量 法 。 本 章 将 首先 复习 拉 格 朗 日 方程 ， 然 后 介绍 怎样 从 系统 能 量 的 观点 出 发 去 分 
析 一 个 系统 ， 运 用 拉 格 朗 日 方程 建立 结构 动力 学 基本 方程 ， 并 特别 地 推导 振动 模 
态 与 系统 质量 和 矩阵、 刚度 矩阵 的 关系 。 考 虑 到 实际 应 用 中 结构 的 约束 情况 ， 还 推 
导 有 约束 的 拉 格 朗 日 方程 ， 并 针对 常见 的 典型 约束 系统 介绍 分 析 求 解 的 方法 。 由 
于 能 量 法 中 使 用 的 量 是 标量 (动能 、 势 能 和 功 ) ， 而 不 是 向 量 (位移 、 力 等 )， 因 而 
使 对 问题 的 描述 更 简捷 、 更 全 面 、 更 容易 一 些 。 它 不 是 对 某 一 隔离 体 而 言 ， 而 是 
就 整个 系统 建立 的 方程 。 能 量 方法 不 仅 适 合 于 线性 系统 而 且 也 适合 于 非 线性 ， 既 
适合 于 保守 系统 ， 也 适合 于 非 保 守 系 统 。 因 而 具有 更 广泛 的 应 用 领域 。 


42 拉 格 朗 日 方程 
1. 哈密 顿 原理 
设 系 统 的 总 动能 为 
T =T(gq.q2 qu 901,92""", ND) (4.2.1) 
系统 的 总 势能 为 
V =V(q.qx S qn;D) (4.2.2) 


系统 内 非 保守 力 的 虚 功 为 
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=Q q, + Q;óq, + + Qndgy (4.2.3) 
其 中 ，gi 为 广义 坐标 ，Q; 为 广义 力 ，6 为 变 分 记号 ， NN 为 系统 的 自由 度数 或 广义 
坐标 数 ， 则 哈密 顿 原 理 的 数学 描述 如 下 : 


h b 
af T -V)ar+ f amdt=0 (4.2.4) 
h h 


2. 变 分 学 基本 引 理 
引 理 1 设 M() 在 区 间 [4, 在 ] 内 处 处 连续 ， 目 在 [bo,##] 内 有 具有 二 阶 连续 导数 ， 
在 如 及 本 处 为 零 ， 并 对 任意 选取 的 函数 (1) 而 言 ， 有 
J “2 (OM(Ddi = 0 
to 


则 在 整个 区 间 [,ft] 内 ， 有 
M(t)=0 
证 用 反 证 法 。 若 在 tc efw0,ff] 处 ，M(ti)z0， 由 于 M0) 的 连续 性 ， 必 能 找 
到 的 一 个 邻 域 [4,2]c[io,if], 使 M7) 在 该 邻 域 内 不 为 零 , 是 符号 保持 不 变 ( 图 
4.2.1) 。 因 wQ) 可 以 任意 选取 ， 不 妨 选 为 


图 4.2.1 MARAK 


oT telt] 
0, te[n,t,] 


它 完全 满足 引 理 的 规定 。 这 样 ， 显 然 有 
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| “OM dt = Í MM dt #0 
与 引 理 发 生 矛 盾 ， 因 此 ， 在 整个 区 间 [w,ff] 内， 不 可 能 存在 MM(D) 0 的 点 。 
引 理 2 设 n 维 问 量 函数 
MA=[M A MD … MT 
EKA fot] 内 处 处 连续 ， 昌 在 [4,{t] 内 具有 二 阶 连续 导数 ， 在 ,tf 处 为 零 ， 并 对 
任意 选取 的 n 维 疝 量 函数 
OMO MO OT 
而 言 ， 有 
| "TOM =0 
to 
那么 在 整个 区 间 [w,t] 内 ， 有 
M(D=0 
证 DARIA. EE t clot] Mee) 的 某 一 个 分 量 Mi(1)*0。 由 于 


MA 的 连续 性 , 必 能 找 出 的 一 个 邻 域 [4,b1c ot EM O 在 该 邻 域内 不 为 零 ， 
且 符 号 保持 不 变 。 又 因 7(0 可 任意 选取 ， 不 妨 选 为 


N= G-A t- , teft,t] 
VAQ) fe telit] 


n; (6) =0 (7=1,2, ,1-1,itl,.……,n) 
它 完 全 满足 引 理 的 规定 。 这 样 ， 显然 有 
N Mar=| N Xn OM, Odt= f N (MD dt +0 
与 引 理 发 生 了 矛盾， 因此， 在 整个 区 间 [。,#1 内 ， 不 可 能 存在 MQ) 的 任 一 分 量 
M,(0) = 0 BJ 55, 


3. 拉 格 朗 日 方程 
将 式 (4.2.1)~ 式 (4.2.3) 代 入 式 (4.2.4) 得 
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h| OT oT oT _. oT 、. 
一 39 +…+ 一 一 So +—— ŠQ, + +——ÜŠ 
Í z qı Bgw dx aå, dl Badw dN 


-F ag -E tay + Og +t Oray Jar =0 (4.2.5) 
Jy 


tz 
5 OT ƏT d ƏT dí əT 
—ë¿ dt = -一 一 (89)|d ôq, Sgdt (4.2.6) 
| pg t= Ñ iË +q J t= Ë 4 | - -人 "P T lag ( 


注意 到 哈密 顿 原 理 的 基本 条 件 就 是 在 相同 的 约束 条 件 下 来 讨论 泛 函 的 极 值 问 
题 ， 即 端点 变 分 为 零 ， 亦 即 


ëg,(t) = 8q,(t,) = 0 (4.2.7) 
那么 
ƏT tdf or 
—sġdt=-| —| — jêq;dt 4.2.8 
Ñ 69; q qt | az) fi ( ) 


将 式 (4.2.8) 代入 式 (4.2.5) 得 


nj afar) or ov 
Í, P| kR loa- (4.2.9) 
由 引 理 2 易 知 ， 在 式 (4.2.9) 中 ， 恒 有 
díər) or v 
A z. X o-o (4.2.10) 
即 
df371 ər OV ._ 1... 
sa g (i=1,.…,N) (4.2.11) 


式 (4.2.11) 就 是 所 谓 的 拉 格 朗 日 方程 。 
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43 拉 格 明日 方程 在 振动 系统 中 的 应 用 
1. 在 集中 参数 系统 中 的 应 用 
例 4.3.1 图 43.1 是 一 个 飞机 的 主体 一 机 可 集中 参数 模型 ，M 是 主体 的 质 
EL, m 是 机 机 的 质量 , 中 间 由 长 度 为 的 刚体 梁 连 接 , 机 器 的 弹性 特性 由 常数 为 


的 扭 簧 表示 ， 扭 簧 连接 在 机 可 和 主体 之 间 。 设 9 很 小 ， 和 忽略 重力 ， 用 拉 格 朗 日 方 
程 导出 该 系统 的 运动 微分 方程 。 


图 4.3.1 飞机 集中 参数 模型 
E +q =u，9g,=06， 则 系统 动能 ; 


T=2| Dm | Me 
2 2 
那么 ， 对 于 很 小 的 6， 有 
Ym šu + LO 
T = m(ù + LY +7 Mi 


系统 势能 》 


将 其 代入 拉 格 朗 日 方程 ， 因 为 


êT =2m(ù + LÅ) + Mü 
Ou 


oT 


-= 2mL(ù + LÊ) 
80 


Q, =Q; =0 
所 以 


2m(ü+ LO)+ Mi = 0 


2mL(Gü+L0)+2k0=0 
写成 矩阵 形式 为 


a melah iE 


例 4.3.2 用 拉 格 朗 日 方程 导出 如 图 4.3.2 (a) 所 示 系 统 的 运动 微分 方程 。 


图 4.3.2 受到 地 震 激励 的 建筑 结构 模型 
=u, q; = 0 ° 
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(1) 系统 能 量 表达 式 ;: 
系统 动能 为 


l .2 1.2 -2、 1 22 
T=—ma +— M(x¿ + 十 一 7 DO 
2 2 ( G YG) 2 G 
由 运动 学 可 知 


xç =u +asinð 


Yg = acos0 
设 9 是 小 量 ， 那 么 
sin0= 0 , cos0=1-70 
因此 
Ze = ú + a0 
ye = 0 
HF, js 中 的 非 线性 项 8 已 被 略 去 。 于 是 
T= Fm ++ MG +a) + 
系统 的 势能 包括 储存 在 弹簧 中 的 变形 能 和 重力 势能 
y= ED (u — o? jare + Mgacos0 
对 于 很 小 的 9 有 
V= EO (u -o |ie + Mga| 1262] 
在 这 个 系统 中 ， 非 保守 力 是 作用 在 地 基 上 的 阻尼 力 。 图 4.3.2 (b) 中 描述 了 阻 


尼 力 的 情况 (注意 ， 该 图 不 是 分 离 体 图 ， 因 此 没有 画 出 全 部 的 力 ， 它 只 说 明了 阻尼 
作用 的 情况 ) 。 非 保守 力 的 虚 功 为 


W, = le -~ J òu 
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(2) 应 用 拉 格 朗 日 方程 : 
ST jm + MG + añ) 
Oa 


êr Ma(ů +aĝ)+ Içô 


80 


Q, = —c(ü# — 2) 
2 =0 


将 这 些 代 入 


ðq; Oq 


afar) or or 
dt \ ðġ; i 


(M +m)ü + Maj + k(u — z) = -c(i — 2) 
Maü + (Ma +Ig)Ö+(K — M,a)0 =0 
例 4.3.3 图 4.3.3 所 示 的 系统 由 一 根 质量 为 M 的 长 直 细 杆 和 一 个 集中 质量 m 
组 成 。 试 用 拉 格 朗 日 方法 导出 该 系统 的 运动 微分 方程 。 


图 4.3.3 ” 直 杆 与 质点 系统 


解 (1) 系统 能 量 表 达 式 : 
系统 动能 为 
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` 90 . 
r=1[ 382 Jë simi? në) 
2\3 2 

系统 势能 (以 O 为 势能 零点 ) 为 


V = -mes + mgu Jeos6 


(2) 应 用 拉 格 归 日 方程 : 


a =—mg cos 0 
u 


X | me) + meu [sino 
Qa =Q =0 

代入 式 (4.2.11), Hq Zus qa =0 了 得 

za -mg cos = 0 


E + mè Jó +2muið + Mgt mgu Jsin =0 


2. 在 连续 模型 中 的 应 用 一 一 假设 振 型 法 
Bult 是 问题 的 位 移 解 ， 并 假设 它 是 可 分 离 变量 的 ， 那 么 


u(x,t) =y æA 


这 种 假设 就 产生 了 一 个 以 g(G 为 广义 坐标 的 单身 由 度 系统 。w(z) 是 某 一 时 刻 
沿 x 方 向 的 振 型 ，g(f) 是 对 应 某 一 x 处 随时 间 的 变化 规律 。 如 果 把 这 个 分 离 变 量 


的 假设 应 用 到 六 个 自由 度 系统 上 ， 那 么 就 有 


(4.3.1) 
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N 
u(x,t) = > w, (x)q; (0) (4.3.2) 


i=1 

特别 注意 ,这 里 的 yw,(x) 不 一 定 是 实际 的 真正 模 态 ， 而 是 假设 的 模 态 ， 它 和 展 
开 定理 中 的 模 态 向 量 ( 基 向 量 ) 可 以 是 相同 的 ， 也 可 以 是 不 相同 的 。 它 只 是 假想 的 
一 种 振 型 函数 ， 但 又 不 是 任意 的 ， 必 须 满足 以 下 几 个 条 件 : 

(1) w(x) 是 位 移 形 函数 ， 反 映 位 移 的 某 种 可 能 的 形状 ; 

(2) w,(x) 构成 一 组 线性 无 关 向 量 组 ; 

(3) w,(x) 的 连续 导数 的 阶 次 应 满足 势能 扩 中 所 要 求 的 阶 次 ; 

(4) w,(x) 必须 满足 所 有 的 位 移 边 界 条 件 (可 以 不 满足 力 的 边界 条 件 ) 。 

下 面 举例 说 明 方 法 的 应 用 。 

1) 杆 的 纵向 振动 

杆 纵向 振动 的 理论 公式 推导 如 下 。 

在 图 4.3.4 中 ， 设 杆 的 轴 向 位 移 为 u(x,t) ， 则 系统 能 量 为 


u(x,t) 


| p(x,t) 


一 


l x 


图 4.3.4 细 杆 的 轴 向 运动 


_1 L n2 
V= f, BAY dx (4.3.3) 


Op a 
T= f , PAG) dx (4.3.4) 


将 式 (4.3.2) 代 入 式 (4.3.3) 中 ， 得 
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1 N N 
V=- 2.2 qq; (4.3.5) 


i=l j=l 


其 中 


L 
k = | Edyiwdx (4.3.6) 
0 


从 式 (4.3.5) 可 见 ， 势 能 是 广义 坐标 的 二 次 函数 。 写 成 矩阵 形式 为 


y = 79Kg (4.3.7) 
其 中 
a ki, k, ky 
k. k. k 
gal P a kal i a a (4.3.8) 
qu kyi ky2 kyy 
同 理 有 
Pose | 
T= 32 2 Må; (4.3.9) 
i=l j=l 
其 中 
L 
mj =f påyy dx (4.3.10) 
0 
mi m my 
Mp a a May (4.3.11) 
Myy My2 Myy 
写成 矩阵 形式 为 
1. 3 
T=54 Mà (4.3.12) 


由 于 式 (4.3.10) 中 的 形 函 数 w 与 式 (4.3.6) 中 的 形 函数 是 同一 的 ， 因 此 ， 由 
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式 (4.3.10) 得 到 的 质量 矩阵 为 一 致 质量 矩阵 。 
将 pP(zx 昌 代入 广义 力 的 虚 功 得 


L N 
8W = | » PD Su(x,t)dt = 2 pq, (4.3.13) 


i=l 


N 
u(x,t) = 2 ,Wi(x) 8q; (4.3.14) 


i=l 
将 式 (4.3.14) 代入 式 (4.3.13) 得 
p; (t) = | pD; (x)dx (4.3.15) 
应 用 拉 格 朗 日 方程 ， 可 以 得 到 


N N 
S mj +> kaq =p. (i=l,- N) (4.3.16) 
j=l j= 


写成 年 阵 形式 
Mà+Ka=P (4.3.17) 


例 4.3.4 用 假设 模 态 法 确定 图 4.3.5 (a) ARRIE RAT Em] pe) 的 
作用 下 的 二 阶 轴 向 振动 模 态 。 
E ”第 一 步 ， 选 择 振 型 永 数 ， 
图 中 唯一 限定 的 位 移 边 界 条 件 是 
u(0,t)=0 
那么 , ERX y) 应 满足 
v (0)=wo(0) =0 


因此 ， 可 以 取 
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u(x,t) 


p(t) 
一 
一 
一 


P 


(b) 


(c) 


图 4.3.5 轴 向 受 力 悬臂 杆 


振 型 曲线 如 图 4.3.5 中 (b), (c) 所 示 ， 其 中 yy,(x) 被 无 量 纲 化 ， 但 这 并 不 是 必需 
如 此 的 ， 仅 仅 是 为 了 求解 的 方便 。 

第 二 步 ， 计算 名 ,ms : 

因为 


所 以 


> EA 
kii =f EAWI) dx = — 
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EA 
k2 = ka = L+ 


4EA 
ky = 一 全 
22 3L 
L AL 
mi=| pA ax = 2 


pAL 
M = My 4 


m, = 
22 
5 


#= b, WD pi: 


ŠW = Pëu(L,t) = pi6u, + p;Šu, 
Su(L,f) =u (Lou +w,(L)6u, 


因此 


pi = Pu (L) = P 
px, = Pu,(L)= P 


第 四 步 ， 用 算 阵 形式 组 集运 动 方 程 : 


pAL 


2) 欧 拉 梁 的 横向 振动 
粱 振动 的 假设 振 型 法 理论 公式 推导 如 下 。 
在 图 4.3.6 中 ， 设 位 移 函 数 为 xxD ， 则 系统 的 能 量 为 


far 工作 42 
r=jar= f pAG)2 dx (4.3.18) 


-96' 第 4 章 多 自由 度 系统 的 动力 学 模型 


_ _1 m2 
v= |a= [re dx (4.3.19) 
y,u(x,t) 
p(x.t) 
一 > 
pd 
pe 
pd 
> 
图 43.6 RARR 
外 力 虚 功 
L 
SW = | , Po) Su) dx (4.3.20) 
由 
N 
u => v,(x)q,() (4.3.21) 
i=l 
得 
N 
Šu = > w,(x)óg,(t) (A.3.22) 
~ 
DA LAG) (4.3.23) 
i=1 
N 
u” => w/(x)q, (D) (4.3.24) 


i=1 
将 式 (4.3.22) ~ 式 (4.3.24) 代入 式 (4.3.18)~ 式 (4.3.20) 后 ， 再 代入 拉 格 朗 日 方程 
中 的 各 项 ， 有 
3T 
3q; _ 


i 


(4.3.25) 


L 
== pAu- gp d= j od ZoLO via 


N 
= f a oar, C9)ar 4,022 > mà; (D) (A.3.26) 
j= 


j=l 
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其 中 
L 
mj -| pA w dx (4.3.27) 
那么 
N 
ig 上 24 O (4.3.28) 
而 
Br 1 n ĝu” LAAS, , 
a 21, ja 
= => 3 N Elwi(x)w' dr Ja; (03 > XPO) (4.3.29) 
其 中 
L n 
ky = | Elyiyjdx (4.3.30) 
N 
šw,, = | pan Yves les 
N 
-人 pdv dx ëa 
w 
=> QŠq, (4.3.31) 
i=l 
所 以 
L 
o= | pC Dw) dx (4.3.32) 


将 式 (4.3.25) 、 式 (4.3.28) 、 式 (4.3.29) 及 式 (4.3.32) 再 代入 拉 格 朗 日 方程 
(4.2.10) 中 ， 有 


N N 
2 maq +> kaq =Q (i=l,-- N) (4.3.33) 
j= J= 
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写成 矩阵 形式 ， 即 
Mg + Kq = Q (4.3.34) 


3) AHA RA 
在 图 43.7 P, u(t RRE ED AAD DREJ A 


p(x,t)=—-é(x)jù(x,t) (4.3.35) 


Hh, go 为 分 布 的 阻尼 系数 。 


u(x,t) 


= T x 


ZZ Z ZZ Z Z O 
图 4.3.7 #khFE 085 El 


那么 ， 由 式 (4.3.32) 得 


L L N 
Q, = Í » POSD YX) dx = f ,| 002 (Oq; 2 w,(x)dx 
j=l 
N L | 
= o| jf COW dx | (4.3.36) 
j=l 
XT PER A 
N 
Q =—2G;4; O (4.3.37) 
J=! 
那么 
Cy = f Ewy dx (4.3.38) 
运动 微分 方程 成 为 


Mä + Cq + Kq = Q (4.3.39) 
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其 中 C 即 为 由 式 (4.3.38) 定 义 的 阻尼 和 矩阵 。 
mE, m 是 广义 质量 ; 后 是 广义 刚度 ; Cy 是 广义 阻尼 ; 2 是 广义 力 。 


本 节 给 出 了 一 种 建立 结构 振动 系统 动力 学 基本 方程 的 一 种 实用 方法 ， 当 方程 
建立 以 后 ， 就 可 按 第 2 章 所 讲述 的 方法 分 析 该 系统 的 固有 特性 。 


4.4” 约 东 坐 标 与 拉 格 朗 日 乘 子 


在 前 面 的 拉 格 朗 日 方程 的 推导 中 ， 对 一 个 维系 统 ， 广 义 坐 标 qi: q y 是 线 
性 独立 的 ， 但 在 实际 问题 中 ， 有 时 希望 采用 一 套 坐 标 ， 但 它 却 是 不 独立 的 。 
记 线 性 不 独立 的 坐标 为 


quq." ay (M>N) 


那么 被 约束 的 坐标 数 为 


约束 方程 为 (位移 约束 方程 ) 
Jiao sqa )=0 (7=12…C) (4.4.1) 
令 每 一 个 坐标 9 有 一 个 变 分 5q; WA 


of; of, BF 
òf; - isa + gg) + f; 
1 9q; dam 


qy =0 (4.4.2) 
ôq 


M f, 
> 584 =0 (J=12,--.., C) (4.4.3) 


i=l i 
这 样 ，5g; 并 不 独立 ， 而 是 由 C 个 式 (4.4.3) 这 样 的 方程 互相 联系 起 来 。 
现在 回 到 哈密 顿 原理 ， 并 将 坐标 数 由 NN 扩展 到 M， 那 么 


efu] afar) ar ə 
-2| 2T |, 2T _ io, lg tdt=0 4.4.4 
J, P| az) ðq, Oq, o| al 44 


这 时 由 于 8g 不 独立 ， 所 以 不 能 得 到 方 括号 中 的 表达 式 等 于 零 的 结论 。 引 入 一 个 
拉 格 六 日 乘 子 4 (j=1,2,…,C) (或 叫做 拉 格 朗 日 乘 子 函数 )， 将 式 (4.4.3) 的 C 
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个 方程 中 的 每 一 个 都 乘 以 一 个 相应 的 乘 子 函数 ， 那 么 


Y > so =0 (4.4.5) 


j=l — 9 


由 于 这 个 和 仍然 为 零 ， 将 它 引入 式 (4.4.4) ， 得 
alaf alar ar oy 
df .4. 
| P| ma dg, ôq, +Q; + 2a Z falar 0 (4.4.6) 


其 中 ， 89 仍然 不 独立 ， 但 可 以 选择 拉 格 朗 日 乘 子 4 ， 使 得 与 54; (i=1,2,…, C) 
相 乘 的 方 括号 中 的 表达 式 为 零 ， 那 么 剩 下 的 N=M-C 个 坐标 独立 。 对 独立 的 
ög; (i=C+1,.…,M ) 而 言 ， 方 括号 也 为 零 。 这 样 方 括号 中 的 表达 式 必须 对 所 有 的 
Sg 都 为 零 。 于 是 得 到 修正 的 拉客 朗 日 方程 为 


dfo7) a7 a c 
i= 1,--- M 4.4.7 
给 ]- A tag -> + G ) 447 
或 
d[ər) or Əv” S 
LEZE -o (i=1,2, =, M) (4.4.8) 
其 中 
N C 
V =V- f ' (4.4.9) 
j=l 
为 修正 了 的 势能 函数 。 


可 以 看 到 ， 式 (4.4.7) 或 式 (4.4.8) 和 式 (4.4.1) 提供 了 M+C 个 方程 ， 用 以 确定 
MY+C 个 未 知 数 MA, (i=1,2,…,M;j=1,…,C)。 
例 4.4.1 RE 4.4.1 所 示 杆 的 轴 向 自由 振动 微分 方程 。 


u(x,t) 


A 
I 
一 一 一 一 
图 4.4.1 固定 -固定 杆 
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解 ” 杆 中 各 点 位 移 为 


2 
“0)= (Ejat(E] a 
第 一 步 ， 写 约束 方程 : 
约束 边界 条 件 为 
u(0,t)=0 
u(L,t) = 0 
第 1 个 条 件 由 形 函 数 满足 ， 第 2 个 条 件 即 


f(q1,92)=u(L,t) = q, +q; =0 


这 就 是 约束 方程 。 
第 二 步 ， 确 定 M ,K : 
参看 例 4.3.4 
E4| 工 1 T 
K= , M=pAL 
rli 5 Pfi a 
4 5 


第 三 步 ， 代 入 修正 的 拉 格 朗 日 方程 : 
， 因 为 此 时 只 有 一 个 约束 方程 ， 只 需 计 算 AGf/89q0 和 4(8f/39,)， 得 


Ff Ff 
ðq 04; 


因此 ， 运 动 方程 为 


pAL 


+|— | — 


联 立 得 
和 +9g=0 
可 求解 未 知 数 q: q; 和 A. 
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45 受 约束 结构 的 振动 


这 里 所 说 的 受 约束 结构 , 是 指 一 个 由 于 添加 了 质量 或 弹簧 而 被 改变 了 的 结构 。 
一 般 来 说 ， 一 个 弹簧 在 其 作用 点 上 将 对 结构 的 运动 表现 为 一 种 约束 ， 而 使 系统 的 
固有 频率 增加 ， 相反， 一 个 附加 的 质量 可 能 降低 系统 的 固有 频率 。 下 面 用 广义 坐 


标 和 振 型 的 概念 加 以 分 析 推导 。 

对 于 一 个 一 维 结构 ， 其 受到 单位 长 度 上 的 分 布 力 f(x,t) 和 单位 长 度 上 的 分 布 
力矩 M(x,t) 的 激励 ， 求 其 强迫 振动 。 

已 知 结构 的 主 模 态 参数 w 和 g(x) ， 则 它 在 任 一 点 x 处 的 找 度 可 以 表示 为 


y(x,t) = 272 q; (A) (4.5.1) 
由 拉 格 朗 日 方程 可 得 ， 广 义 坐 标 4 必须 满足 方程 式 
HOr | | epey Mena] G52) 


EP o 为 未 受 约束 结构 的 固有 频率 ， 方 括号 中 表达 式 是 一 广义 力 台 ,由 虚 功 定义 
求 得 
ôW 


= Sa, (4.5.3) 


Q; 


如 果 用 作用 于 点 x=a 处 的 一 个 集中 力 Fla, t) 和 一 个 集中 力矩 M(a,t) 来 代替 
“分 布 载荷 ， 则 广义 力 可 由 下 式 求 得 
6W = F(a,t)ó y(a,t) + M(a,t)ó y'(a,t) 


= F(a,)2>_e;(a)Šq, + M(a,t)? @!(a)Šq, (4.5.4) 
O, =s Flapa) + Mlapa) (4.5.5) 


qi 必须 满足 的 运动 方程 为 
D+ gi() = ya (a,)@;(a) + M(a,ñ)ei(a)| (4.5.6) 


以 上 方程 就 是 分 析 受 约束 结构 的 基本 方程 ， 条 件 是 约束 可 以 用 载荷 形式 来 表 


45 受 约 束 结构 的 振动 .103 ` 


示 ， 在 这 种 模型 中 ， 可 以 不 必用 上 节 中 添加 拉 格 朗 日 乘 子 的 方法 。 


1. 添加 弹 赞 结 构 
把 一 个 线性 弹 纂 和 扭转 弹 先 联 结 到 图 4.5.1 的 简 支 梁 上 ， 求 运动 方程 。 


图 4.5.1 ARARE 
设 线性 弹 筑 在 梁 上 施加 一 个 集中 力 ， 弹 性 系数 为 k ， 即 


N 
F(a,t) =—ky(a,) =-k>_@;(a)q, (5) (4.5.7) 
j=l 


而 弹簧 刚度 为 天 EAEE mAAR E 
N 
M(a,t) =—-Ky'(a,) =-K>`@,(a)q;(0) (4.5.8) 
j=] 
将 式 (4.5.7) 和 式 (4.5.8) 代入 式 (4.5.6) ， 得 
. 2 1 N N ) 
ğ; + oq; = | ko (a)>;e;(a)q,(a) - Kol(a)>;@;(a)4 四 (4.5.9) 
i j=1 j=1 


可 以 看 出 ， 受 约束 的 主 振 型 仍然 是 简 谐 的 ， 所 以 


qj=9e (j=1,…,N) (4.5.10) 
于 是 第 i 个 方程 的 解 是 
-1 N ， _ 
和 ke (0)2,4;9 (a) + Keo Ip) (i=l,-, N) 


(4.5.11) 
对 于 NW 个 如 式 (4.5.11) 这样 的 方程 ， 由 函 的 系数 组 成 的 行列 将 导出 受 约束 振 
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型 的 固有 频率 w， 而 受 约束 结构 的 振 型 形状 则 可 以 通过 画 代 入 式 (4.5.1) 求 得 。 
2. 附加 质量 结构 


如 果 在 点 x=a 处 放 一 质量 mm 的 物体 来 代替 弹簧 , 如 图 4.5.2 所 示 , 则 由 mo 施 
加 到 梁 上 的 力 为 


N 
F(a,t)=-m}(a,t)= -m7 ,9 ;9;(a) (4.5.12) 
j=l 


代入 式 (4.5.6) ， 同 样 的 推导 可 得 与 式 (4.5.11) 类 似 的 方程 


N 
q; ARAON E J (4.5.13) 
j=l 


1 
I Mœ? T 司 


一 
Lm | 


图 4.5.2 ”附加 集中 质量 简 支 梁 


下 面 举 例 说 明 方程 的 应 用 。 
例 4.5.1 试 给 出 一 简 支 梁 固 有 频率 的 单一 振 型 近似 式 , 在 x=1/3 处 有 一 附加 
质量 mo。 


解 ” 当 仅 应 用 一 个 单一 振 型 时 ， 方 程式 (4.5.13) 简化 为 
M (0? — a?) = wmop? (a) 
解 出 ?得 


2 
(2) o 1 _ 
as 140g 
mO 


已 知 对 于 非 受 约束 的 简 支 粱 ， 有 
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O, = m | ， pG) = J2 sin = 


@, p = V2sin5 = V2x 0.866 


在 x=1/3 处 有 


Mi = M = 梁 的 质量 


将 这 些 值 代入 方程 ， 得 出 约束 梁 单 一 振 型 近似 值 为 
2 
oj 141.5% 
M 


由 这 个 结果 还 可 以 看 出 当 m 相对 于 M 很 小 时 ， 附 加 质量 对 原 系统 的 影响 可 


忽略 。 
例 4.5.2 ”一 导弹 被 线性 弹簧 和 扭转 弹簧 约 束 在 试验 台 上 ， 如 图 4.5.3 所 示 。 
试 从 受 约束 导弹 的 主 振 型 建立 确定 其 自由 -自由 振 型 之 反问 题 公 式 。 受 约束 导弹 的 
固有 频率 和 主 振 型 用 如, 和 加 标记 。 


图 4.5.3 导弹 约束 结构 
E ”首先 用 约束 力 来 代替 约束 
F(a)=-ky(a) 


M(a)=-Ky'(a) 
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为 了 较 详细 地 说 明 这 一 问题 ， 从 如 下 的 原始 方程 式 (4.5.11) 开始 : 
-F(a)@, (a) - M(a)@:(a) 


令 
Q 2 
D,(@)= M,Q| 1-| 一 
@-wa|-[2) 
则 在 x=a 处 有 
-Á-F(a)@2 (a) — M(MD'(MND(a) 
VOO T 
将 F(a) 及 M(a) 代 入 得 
DD (a) + Ky'(a)@r(a)@,(a) 
O2 Dla) 
,, _ o Ly(a)@:(a)@,(a) + Ky'(a)[@;(a)] 
OD C CDQ) o) 
重新 排列 方程 得 


vaji- gol- OKY a 


@;(a)@, (a) _ @ (a) 
YO Do) ol 
两 式 相 除 得 到 频率 方程 为 


D(a) OIRRE OOI 
k | ‘| wD D (o) |= 


i 


在 x=a 处 ， 斜 率 与 挠 度 之 比 为 


4.5” 受 约束 结构 的 振动 .107， 


1 一 大 Di (a) 
ya) _ D;(@) 
y(a) A TË, (a) 
K2 po) D,(@) 


对 于 任 一 点 不 受 约束 处 有 
ya) =P; 


那么 自由 -自由 的 振动 形状 由 下 式 给 
k@,(a)@, (x) + KL (a) g; '(a)@,(x) 
y) _ y(a) 
yla) S D;(@) 
当 x=a 时 


所 以 y(x) 是 按 令 y(a) =1 的 归 一 化 方法 得 到 的 自由 -自由 振 型 。 
例 4.5.3 对 上 例 图 4.$5.3， 仅 应 用 第 一 阶 自由 -自由 模 态 由 (Co ,四 ， 连 同 刚体 
RA pr =1, 2r =0 及 gr =x, Qr =0, 求 导弹 的 约束 振 型 , 其 中 x 以 指向 弹 尾 为 正 。 
解 ” 对 三 个 振 型 中 的 每 一 个 ， 广 义 质量 是 


Mi = | dm = M 
Mx = | ram=T= Mp? 
Mi= | g2()dm = M 
其 中 g(x) 振 型 已 按 M = M = 实际 质量 加 以 归 一 化 。 与 频率 有 关 的 因子 D; X 
Dr =—-Mr@ =-Mo =—MorA 
Dr =—-Mp26e2 =-Mp oA 


2 
D, = Me? (2| 
A 


=Ma} (l-4) 
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2 
的 = 
A 
以 大 代替 -天 ,Oo ,wo 代 替 劝 ,2 ， 代 入 前 面 的 频率 方程 式 有 
1 大 l a AON K 1 oo 
Me2| 4 pA 1-4 Mo? pA 1-4 


O kK goaa] -。 


Mšo | pA 1-4 
上 式 可 简化 为 
k K, k 2 K 
220-2)+ We EQ Koje -a 入 
2 2 
k K k K , 1 ,2 
uz] iat ig O nl 


XIF K =0 的 特殊 情况 ， 有 


2 2 
12 -41+ E 1+2 +g (a) |bA+ k 1+% |=0 
Ma P Ma P 


Hl x= a NHE, AAR 7425854 SE k — 38 E E J , 


思考 题 与 习题 


4-1 用 拉 格 朗 日 方程 在 不 同 的 广义 坐标 体系 下 建立 如 图 E3.1 所 示 系 统 的 振动 微分 方程 : (1) 用 
x 与 6 作为 广义 坐标 ;，(2) 用 x 与 怠 作 为 广义 人 举 标 。 

4-2 椭圆 摆 由 一 置 于 水 平面 上 质量 为 m 的 滑 块 A 和 一 质量 为 M 的 小 球 B 用 长 为 !、 质 量 不 计 
的 刚性 杆 贸 接 组 成 ， 如 图 E4.1 所 示 。 不 计 各 处 摩 掠 ， 试 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 
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4-3 长 为 上、 质量 不 计 的 细 杆 。 上端 O 用 铵 链 连接 在 铅 垂 轴 上 , 下 端 固 连 一 质量 m 为 的 小 球 A. 
另 一 质量 为 M 的 滑 块 B 与 一 自然 长 度 为 0， 刚度 为 上 的 弹簧 连接 ， 可 沿 杆 自由 滑动 。 铅 
直 轴 上 作用 以 矩 为 Mi 的 力 偶 , 使 其 以 匀 角 速度 o 转动 , 如 图 E4.2 所 示 。 不 计 各 处 摩擦 和 
轴 的 质量 ， 试 建立 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 求 出 力 偶 Mo 


图 E4.2 


4-4 用 拉 格 朗 日 方程 建立 如 图 E4.3 所 示 系 统 的 运动 微分 方程 。 以 x 和 6 作为 广义 坐标 。 其 中 
细 杆 的 质量 为 2m， 长 度 为 了 。 


图 E4.3 


4-5 一 海上 钻井 平台 可 以 模拟 为 一 根 长 度 为 7， 顶部 作用 有 集中 质量 M， 底 部 设 有 刚度 系数 为 
的 转动 弹簧 的 弹性 梁 , 如 图 E4.4 所 示 。 应 用 假设 振 型 法 求 出 这 个 两 自由 度 系统 的 运动 微 
分 方程 。 假设 梁 在 x=0 处 有 微小 转动 。 
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4-6 


4-7 


4-8 


如 图 E4.5 所 示 ， 一 长 度 为 L， 两 端 刚 固 的 均 质 梁 ， 承 受 纵向 均匀 分 布 力 p(x, D) =po(p)， 
假设 模 态 取 : 
Wi (x) =sin ex/L), wo (x) =sin (2zx/L) 


(1) 列 出 如 图 所 示 的 振 型 函数 所 满足 边界 条 件 ; 
(2) 根据 以 上 的 振 型 函数 利用 假设 振 型 法 导出 系统 的 两 自由 度 振动 微分 方程 。 
p(x,)=pO(t) 


To 


图 E4.5 


如 图 E4.6 所 示 ， FREER R LERA ISDA p, t) =p À 和 不 变 的 轴 向 压力 
乞 ， 若 假设 模 态 取 为 


ya =L ya) 


试用 拉 格 朗 日 方程 写 出 两 自由 度 梁 的 横向 振动 方程 。 
u(x,D) AE 为 常数 
PDPA 


图 E4.6 


质量 为 m 的 质点 4， 放 在 倾角 为 w ,质量 为 m, 的 三 角形 模 形 块 的 斜 边 上 。 模 块 又 可 在 水 
平面 上 滑动 ， 如 图 E4.7 所 示 ， 不 计 摩 氛 ， 试 用 拉 格 朗 日 方程 求 质点 和 模块 的 加 速度 以 及 
他 们 所 受 的 约束 力 。 
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4-9 如 图 E4.8 所 示 ， 设 各 滑轮 质量 以 及 摩擦 不 计 ， 并 设 绳子 是 不 可 伸 长 的 ， 试 用 拉 格 朗 日 方 
程 求 强 子 的 张力 和 m 的 加 速度 。 


图 E4.8 


4-10 一 悬臂 梁 可 以 模拟 为 一 个 两 自由 度 系统 ， 其 广义 坐标 为 在 自由 端的 偏离 和 (微小 ) 倾 斜 ， 
即 v(D 和 6(0 。 相 应 的 振 型 函数 应 该 具有 图 E4.9 所 示 形 状 。 


(1) 由 一 般 多 项 式 


y(x) =a+b x/L) te x/L) +a (xI)? 


推导 多 项 式 形式 的 振 型 函数 yi 和 y 
(2) 利用 拉 格 朗 日 方程 推 到 两 自 和 
MG D 


== 二 Fo P(x) < 
(b) 

PO) 

一 T 


(c) 


图 E4.9 
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研究 结构 的 固有 特性 ， 即 固有 频率 与 固有 模 态 ， 是 结构 动力 学 的 主要 任务 之 
一 ， 因 为 研究 这 个 问题 就 是 研究 结构 振动 的 内 因 ， 研 究 矛 盾 的 主要 方面 。 对 于 一 
些 比 较 简 单 的 结构 ， 可 以 通过 分 析 的 方法 获得 解析 解 。 在 一 些 只 要 求 有 限 个 模 态 
的 问题 中 ， 可 以 通过 实验 方法 来 获得 结构 的 某 些 固有 特性 。 但 是 ， 相 当 多 的 实际 
问题 ， 特 别 是 多 自由 度 问 题 ， 只 能 获得 数值 解 ， 或 不 得 不 借助 于 数值 解 来 分 析 结 
构 的 动力 特性 。 到 目前 为 止 ， 已 经 发 展 了 许多 求解 特征 问题 的 数值 方法 ， 有 的 方 
法 可 以 从 理论 上 证 明 具 有 相当 的 精度 ， 有 的 方法 已 被 实验 或 实践 证 明 是 可 靠 、 有 
效 的 ， 而 且 方 便 实 用 。 因 此 ， 求 解 特征 问题 的 数值 方法 是 研究 结构 动力 学 中 不 可 
缺少 的 方法 。 

在 目前 的 若干 方法 中 ， 归 纳 起 来 可 以 分 为 三 大 类 ， 即 分 解法 、 和 迭代 法 和 变换 
法 。 这 一 章 并 不 准备 将 所 有 的 方法 介绍 给 读者 。 事 实 上 ， 科 学 的 发 展 是 无 止境 的 ， 
方法 本 身 也 在 不 断 地 发 展 之 中 。 这 里 只 是 借 一 些 典 型 的 常用 的 方法 来 介绍 上 述 三 
类 方法 的 特点 、 理 论 依据 以 及 方法 的 应 用 。 从 第 3 章 看 到 系统 矩阵 数学 上 的 特征 
值 和 特征 向 量 对 应 着 物理 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 ， 因 此 求解 一 个 结构 系统 的 
固有 特性 就 是 求解 对 应 的 数学 系统 的 特征 值 问题 。 
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分 解法 源 于 高 斯 法 ， 它 是 解 线性 方程 组 的 一 种 有 效 方法 ， 为 了 介绍 分 解法 首 
先 要 了 解 高 斯 法 。 
1. 高 斯 法 

对 于 线性 代数 方程 组 
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q 1XI +a% 十 … 十 四 na = C| 
a,1XI 十 GX +e +a,,X, = c (5 2 1) 


CRES] + an2 X2 +--- + UnnXn = Cn 


写成 矩阵 形式 
AX=C (5.2.2) 
Ec det( A) 20, M 
X=AC (5.2.3) 


这 样式 (5.2.2) 的 解 就 可 以 通过 式 (5.2.3) 而 得 到 。 由 于 4 是非 奇异 的 ， 到 此 似 
平 问题 的 关键 就 集中 在 如 何 求 471 上 。 根 据 AT EXAT =4 /|4|， 这 就 意味 着 
要 求 相 当 巨 大 的 矩阵 行列 式 。 如 果 系 统 是 n 维 的 ， 并 有 日 4 是 n 阶 的 ， 就 要 作 n! 次 
运算 。 当 nn 的 维 数 很 大 时 ， 给 计算 带 来 极 大 的 困难 ， 虽 然 理论 上 是 可 行 的 ， 实 际 
上 却 难以 实现 ， 因 此 一 般 不 用 式 (5.2.3) 求 解 。 

1) 回 代 法 

在 式 (5.2.2) 的 两 边 同 乘 以 非 奇 异 和 矩阵 己 


PAX = PC (5.2.4) 


WMR X ÆA (5.2.2) 的 解 ， 那 么 也 是 式 (5.2.4) 的 解 ， 反 之 亦 然 。 这 里 可 以 认为 
己 是 天 (线性 空间 ) 中 的 一 个 线性 变换 ， 这 个 变换 的 目的 是 保证 方程 有 有 效 精确 的 
解 。 
、 但 并 不 是 任意 地 选择 一 个 已 ， 而 是 选择 一 个 能 把 4 变换 成 一 个 三 角 和 矩阵 的 算 
阵 作为 己 ， 即 


PA=U (5.2.5) 


其 中 UU 为 上 三 角 和 矩阵 。 
记 


PC=b (5.2.6) 
则 


UX =b (5.2.7) 
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Bp 
U, … U, |x b, 
0 Un Un || x; _ b, (5.2.8) 
0 Unn Xn b, 
第 2 个 方程 只 包含 一 个 未 知 数 ， 得 到 
x =n (5.2.9) 
U 


Fn- NIERFT x, x, BJ yE, HF x, 已 得 到 ， 故 


U 
Xl = (5.2.10) 
Unin- U n,n -1 


由 于 U KEZAR, PARR XoXo XX E. WARMAN 
即 是 所 谓 的 “ 同 代 法 ” 

2) 高 斯 消 元 法 

这 种 方法 给 出 了 通过 消 元 来 求 得 上 三 角 和 矩阵 的 具体 步 又 和 通用 公式 。 由 上 面 
的 分 析 可 知 ， 只 要 知道 了 U 和 b， 方程 便 迎刃而解 。 下 面 要 做 的 工作 就 是 怎样 去 
找 U 和 5b。 理 论 上 P 是 存在 的 ， 只 要 找到 PP 就 可 得 到 U 和 45。 从 式 (5.2.5) 看 ， 似 
乎 应 把 注意 力 放 在 寻找 已 上 ， 这 样 很 顺 乎 逻辑 ， 也 顺应 人 们 头脑 中 的 思维 定 势 。 
如 果 这 样 想 就 会 把 问题 引入 死胡同 ， 使 问题 百 思 不 得 其 解 ， 因 此 应 把 注意 力 放 在 ` 
根本 的 目的 上 ， 即 求 上 和 角 和 矩阵 U. AR (5.2.1) 开始。 

记 


(5.2.11) 


Cj 5A; n 


a0, HE 1 AERA ( -a/a ) 再 加 上 后 面 的 i-1 个 方程 
(i=2,3,…,n) 得 


aM t AX 十 十 人 nz = Gl ntl 


1 1 1 
apx, 十 … 十 Ca = aP 
. (5.2.12) 


a) 


0 nD) 一 
apax ++ + GnnXn = Ann 
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新 系数 的 一 般 表 达 式 为 
aP =a -Sa (i=23,2,mj=23,.-,n+1) (5.2.13) 
a, 
如 果 a; =0 ， 方 法 仍然 成 立 ， 则 可 以 任意 交换 方程 的 顺序 ， 即 交换 行 ， 使 第 
一 行 的 系数 不 为 零 即 可 。 那 么 同样 的 道理 可 设 a% x*0， 第 二 行 的 元 素 乘 以 
(-a) Ja) ) 去 加 第 i 个 方程 ， 这 时 (i=3,…,n) 得 到 
a14 t aX + G3X3 + + QnXn = An 
(1) (1) (1) (1) 


a33 Xa + A33 X3 H+ G, X, = Ahna 
2 2 2 
aa +t ax, = al), (5.2.14) 


(2) .. TL AG). 2) 
G,3 X3 + + ann Xn = annl 


其 中 
(2) (1) a?) (1) ; ey 
ay =a} ry (i=3,4, m; =3,.…,n+1) (5.2.15) 
22 


Ain- PRR, Bata 


1X% + G12X2 + G13X3 ++ AnXn = A n 
(1) (1) (D) (1) 


Aij X, 十 003 Xs + + yn Xn = G) n+ 
(2) (2) — ,(2) 

033 X3 ++ a Xn = O3 pl (5.2.16) 
(@m-)_ _ @-D 

an Xn = Ann 


比较 式 (5.2.8) 和 式 (5.2.16) 得 


qa, 1 aiz a3 ia aj, Ql n+l 
1 1 1 (1) 
0 ao ag o an am 
3 (2) 2 = 2 
U=|0 0 a a, | b=| a (5.2.17) 
一 TA 
0 Ga a0 
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其 中 


atd 
aft) — at DA 


(k-1) 
y ETIN (5.2.18) 
Akk 


k=1,.",n—l 
i=k+l, e,n 
了 = 大 +1 7 十 1 


这 个 通 式 可 以 用 归纳 法 给 予 证 明 。. 上 面 系 数 完全 可 以 由 计算 机 来 求解 ， 较 容 
易 地 得 到 U 和 b， 再 由 回 代 过 程 得 到 方程 的 解 。 

3) 高 斯 - 若 尔 当 缩减 法 

事实 上 不 仅 可 以 把 一 个 矩阵 化 成 三 角形 ， 而 且 完全 可 以 再 进一步 把 它 化 成 对 
和 角形。 比如， 用 (as /a 只 ) 乘 以 式 (5.2.14) 的 第 二 行 再 加 第 一 行 ， 得 


(2) (2). _ ,(2) 
GX Ta Xs t+ G, Xn = AnH 


1 2 Q. _ Q 
ax +a) x, +u tax, = af 
2 De _ (2) 
a ++ An Xn = di + (5.2.19) 
(2) 


(2)、 ,02) 
G, X3 + + nn Xn = Ann 


与 三 角 化 过 程 不 同 之 处 是 : 不 仅 往 下 消 元 而 且 也 往 上 消 元 。 很 显然 ， 这 个 过 
程 最 后 导致 完全 的 对 角 化 矩阵 。 这 是 高 斯 消 元 法 的 一 个 变种 。 

除 此 之 外 ， 对 高 斯 消 元 法 与 高 斯 - 若 尔 当 缩减 法 还 有 以 下 一 些 需要 说 明 ， 

(1) 用 高 斯 消 元 法 求解 需要 的 乘 、 除 运算 次 数 为 好 /3 ;用 高 斯 - 若 尔 当 缩减 
法 求解 乘 、 除 运算 次 数 为 z2/2 。 

可 见 前 者 效率 更 高 ， 特 别 是 当 增 加 时 ， 这 种 优越 性 更 好 ， 而 且 对 计算 机 来 
讲 ， 这 也 是 不 得 不 考虑 的 问题 。 

(2) 注意 到 在 高 斯 消 元 法 的 第 > 步 中 包含 这 样 的 运算 : 除 以 ad -0 ， 这 个 元 素 
为 轴 心 或 轴 心 元 素 。 如 果 这 个 元 素 为 0， 则 运算 便 不 能 进行 ， 如 前 面 所 述 通过 交 
换行 或 列 使 轴 心 不 为 0。 需 要 指出 的 是 ， 即 使 sx- 不 为 0， 但 如 果 太 小 的 话 也 可 
能 放大 误差 ， 使 运算 无 法 进行 或 结果 无 效 。 一 般 选 


ar = max [ap ” | (5.2.20) 


这 种 算法 叫做 有 心 高 斯 消 元 法 。 
2. 变换 与 分 解 
1) 初等 变换 


52 分 解 法 


. 117 ° 


如 果 把 方程 的 系数 独立 出 来 排 成 一 个 矩阵 ， 用 矩阵 的 一 行 代表 一 个 方程 ， 上 
面 所 讨论 的 消 元 法 即 是 对 系数 矩阵 作 初 等 变换 。 为 了 叙述 的 方便 ， 把 矩阵 初等 变 
换 的 形式 列 在 这 里 ， 而 且 把 初等 变换 的 三 条 定义 用 数学 式 子 表达 ， 即 变换 就 是 用 
一 个 初等 矩阵 乘 以 待 变换 的 和 矩阵。 这样 做 最 终 为 了 实现 矩阵 的 三 角 分 解 ， 而 矩阵 


的 三 角 分 解 是 求解 特征 值 问题 的 一 条 捷径 。 


(1) 将 第 4 个 方程 乘 以 E 加 第 尸 个 方程 : 


P 
loe 0 ... 
0 + 1 ... 
Tgtp =]: 
0 --. 
0 --.. 
(2) 交换 p ,gq 两 方程 的 位 置 : 
P 
1 0 
0 0 
Tog =|: : 
0 … 1 
0 … 0 


P 
1 0 > 
0 a 
Iep = : 
0 --- 0 


q 


0 o 
1 -.. 


(5.2.21) 


(5.2.22) 


(5.2.23) 
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用 这 些 和 矩阵 前 乘 一 个 矩阵 时 就 等 于 对 这 个 矩阵 施行 了 初等 行 变换 ， 若 后 乘 这 个 和 矩 
阵 等 于 对 它 进行 了 列 变换 。 

2) 变换 矩阵 f 

记 4 表示 变换 前 的 矩阵 , 41 是 式 (5.2.12) 中 经 第 一 次 初等 变换 后 的 系数 矩阵 ， 


那么 


44=B4 (5.2.24) 
其 中 
1 00- 0 
-p 1 0 … 0 . 
B=|-pa 0 -0 (5.2.25) 
-pl 0 O + 1 


TUEA, n EA F= fükEBE, H 


pn= (j=23,-..) (5.2.26) 
ú A1 
如 果 记 式 (5.2.14) 方程 组 的 系数 矩阵 为 心 ， 它 由 经 线性 变换 而 来 ， 用 矩阵 
形式 表示 为 
4 = P,A, = P,P.A, (5.2.27) 


其 中 


B=I0 -Pa 1 + 0 (5.2.28) 
0 —Pn2 0 … 1 
(l) 
a. 
Pj2 = (j=3,4,.……,n) (5.2.29) 
a37 


可 见 ， 这 个 变换 的 过 程 为 : 第 + 步 在 4 前 乘 变 换算 了 泗 忆 ，P 是 n 阶 的 单位 下 三 
AER Br 列 的 主 对 角 元 以 下 的 元 素 为 
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(j=r+lr+2,.…,n) (5.2.30) 


那么 到 (xz- D) 步 就 得 到 了 上 三 角 矩 阵 的 矩阵 形式 
U = P, 14,2 = P, P, RA = PA (5.2.31) 


其 中 
P=P, P... B. (5.2.32) 


3) 三 角 分 解 
和 矩阵 的 三 角 分 解 是 分 解法 的 重要 内 容 ， 它 是 从 高 斯 消 元 法 发 展 而 来 。 算 阵 的 
三 角 分 解 即 是 把 一 个 矩阵 分 解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 和 一 个 上 三 角 和 矩阵 的 过 程 。 


令 


B=[0 0 … 0 py 已 ar … Parl (5.2.33) 


P.=I-Pel (r=1,2,…,n-1) (5.2.34) 


其 中 ，7 为 单位 矩阵 ，e 为 第 + 个 标准 单位 向 量 , e =[0 … 0 1 0 … 0]。 
可 以 证 明 : 


P'l=I+Pel (5.2.35) 
这 是 因为 
P.P = (I - Pe) + P.el) 
=s1-Re; + 万 er -P (er Pje; (5.2.36) 
=J 
由 式 (5.2.31) 得 
U=PA (4=4) 
所 以 


A=P IU (5.2.37) 
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由 式 (5.2.32) 得 


P` =(P aP, RY? = POR o PaPa 


n-i 


= (1+ Be) (+P aea + Paea) 


因为 


由 式 ($.2.38) 得 


为 单位 下 三 角 矩 阵 。 所 以 


这 样 就 实现 了 矩阵 的 三 角 分 解 。 
式 (5.2.40) 是 三 角 分 解 的 表达 式 。 现 需要 说 明 以 下 几 点 : 


(D 如 果 式 (5.2.40) 成 立 ， 即 分 解 存 在 的 话 ， 那 么 分 解 是 唯一 的 。 


(5.2.38) 


(5.2.39) 


(5.2.40) 


(2) 在 消 元 的 过 程 中 ， 由 于 主 对 角 元 可 能 出 现 零 或 较 小 的 情况 ， 要 进行 行 交 
换 或 列 列 交换 。 行 交换 为 前 乘 一 个 初等 变换 矩阵 ， 列 交换 为 后 乘 一 个 初等 变换 挎 
阵 。 如 果 只 作 行 ( 列 ) 变换 称 为 偏 轴 转 换 ， 若 行 、 列 同时 变换 叫做 全 轴 转 换 。 

(3) 先 作 转换 或 先 消 元 都 不 影响 结果 , 那么 就 方法 的 使 用 而 言 , 总 假设 矩阵 A 


适 于 分 解 。 
例 5.2.1 


可 。 


所 以 


2 2 =] 
A=BA=]0 0.5 2.5 
0 5 -1.5 


2 2 一 | 
L A=|0 5 -1.5 
0 05 2. 


1 0 O 

p=0 1 0 

0 0.1 1 
2 2 -1 
U=4=BIisR4d=|0 5 -1.5 
0 0 2.65 
1 0 0 
P11-PBUP!=|0.5 01 1 
05 1 0 


在 式 (5.2.39) 中 工 =P-1， 可 是 这 里 P71 并 不 是 下 三 角 ,但 只 要 交换 二 、 三 行 即 


L=1L P = (aR TB = RB =P 


(TL, =133) 


P=PRzBlah 
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2 2 -1 
LU=I A =|l 6 -2 
115 2 


计算 过 程 中 可 以 是 先 转换 后 分 解 ， 也 可 一 边 分 解 一 边 转换 ， 但 公式 推导 中 总 


认为 是 先 转换 后 再 分 解 的 。 
4) 任意 的 上 三 角 抵 阵 的 分 解 
| 和 和 
r-|° 2 ‘2n 
0 


T=DU 
其 中 
1 ba fin ] 
fii hi fii 
D= 122 , U= 0 1 ban 
Ly 
tan : : 
0 0 1 J 
那么 式 (5.2.40) 变 为 
A= LDU 


其 中 ， 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ，U 2954 L J 3EBE, DARAH. 


(5.2.41) 


(5.2.42) 


(5.2.43) 


(5.2.44) 


HTE, ABR (5.2.40) 很 容易 地 推 得 式 (5.2.44) 的 分 解 
R, H-L,D,U 都 是 较 简 单 的 矩阵 ， 因 而 式 ($.2.44) 比 式 (5.2.40) 更 进 了 一 步 。 


5) 对 称 矩 阵 的 分 解 
如 果 4 是 对 称 窍 阵 ， 那 么 


A= LDL! 


一 般 来 讲 分 解 不 一 定 存 在 ， 但 当 4 正定 时 ， 分 解 一 定 存 在 。 事 实 上 


(5.2.45) 
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注意 到 万 是 对 角 阵 ， DpU2 仍 是 对 角 阵 ， 工 是 单位 下 三 角 阵 ， LDO RTEA 

位 下 三 角 阵 ， 即 对 角 线 元 素 不 再 是 1， 但 仍 是 下 三 角 阵 ， 那 么 (LDL 并 则 是 上 三 
角 阵 。 如 果 就 用 工 来 表示 下 三 角 阵 而 不 是 单位 下 三 角 阵 ， 则 

A= LL! (5.2.46) 


这 种 分 解 即 是 Cholesky 分 解 ， 分 解 是 唯一 的 ， 工 有 正 的 对 角 线 元 素 。 可 以 观 
察 到 LD'? 的 对 角 元 素 即 是 dy >0 ， 即 


1 0 0 0 z 
LD"? = h; h, 1 0 2 (5.2.47) 
la Lo bea oee 1 dn 


由 式 (5.2.46) 可 以 得 到 工 与 4 的 关系 。 注 意 到 工 的 下 三 角 特 点 及 4 的 对 称 性 ， 
可 以 由 和 矩阵 4 得 到 分 解 算 阵 。 即 


i-l 
L = a, — 2 l; (i=1, en) (5.2.48) 
j=l 
1 i-l] 
l; = ay -> 1⁄4; (5.2.49) 
i j=l 
k=i+li+2,- ni i=1,2, n (5.2.50) 


Choleksky JRZ nm 6 运算 ， 儿 乎 是 高 斯 分 解法 的 一 半 ， 因 为 Cholesky 利用 到 
了 4 的 对 称 性 。 


53 W R 法 
1. 宪法 
在 求解 特征 值 问题 的 方法 中 采用 较 多 的 方法 是 迭代 法 ， 这 类 方法 是 将 特征 值 


和 特征 向 量 同时 求 出 。 和 军法 是 其 中 的 一 种 ， 知 法 不 是 求 出 全 部 的 特征 值 ， 而 仅 是 
求 出 最 大 的 一 个 特征 值 ( 主 特 值 ) 及 其 相应 的 特征 向 量 。 
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对 于 特征 值 问题 
Ax, =Àx, (r=12,..n) (5.3.1) 


(1) 假设 : 

Q 4 是 7 维 的 实 方 阵 ，x” 是 满足 方程 的 解 ， 

© 14 的 顺序 为 12 lA e EX A AERE: 

@ x 线性 无 关 ， 并 由 它们 张 成 空间 ， 即 任 一 nn 维 向 量 所 eX， 都 可 以 写成 
基 {x,} 线性 组 合 


l, = Sax, (5.3.2) 
r=l 
(2) 和 迭代 过 程 : 
定义 ”第 P 次 迭代 的 矢量 为 
V,=AV, Y (P=1,2,…) (5.3.3) 


2 P n n 
V, = AV, =A Vp = A W=) a, APx, =) a, Ax, 


r=1l r=1 


a ， P (5.3.4) 
=G Ax + > a, Af x, = Ë 区 + > Q, B = 
r=2 r=2 


Razo, PERA] =2,…,n)， 那 么 对 于 足够 大 的 P， 有 
V, = 4 (a + ep) (5.3.5) 
其 中 ep 的 元 素 为 非常 小 的 量 ， 而 且 当 Po 时 ，sp 一 0， 即 
lim Vp =N ax (5.3.6) 
xTJPE009W4F48 À, REDMER Eq BPDR40-—2k482l 


lim Vp = 4P" ax (5.3.7) 
P>% 


A (5.3.6) 5R (S.3.7) 是 向 量 方程 ， 然 而 它们 的 每 个 分 量 都 应 满足 这 个 关系 ， 
BH l 
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: _ 2P 
lim vp; = 4 AXi; 
P>% 


. P+ 
lim vp = @Gx;; 
P—o% 
两 式 相 除 得 
Vpr: 
lim P+l)i =A 
PƏ% Vp; 


现在 总 结 以 上 和 迭代 过 程 为 以 下 三 个 步骤 : 

(1) 选择 始 发 向 量 页 ; 

(2) 3&4 Vp = AV; 1; f 

(3) 直到 前 后 两 次 迭代 的 向 量 相似 时 ， 用 式 (5.3.9) 483 A o ' 
例 5.3.1 用 和 窜 法 求 下 述 4 矩阵 的 最 大 特征 值 与 相应 的 特征 向 量 


解 (1) 选择 所 =[0.5 0.9 Lo 为 初始 向 量 


(2) ERTE 
3.4 0.465753 
=| 6.3 |=7.3x| 0.863014 
7.3 1.000000 


1 1 2][0.5 
V,=AV,=|1 2 4||09 
1 2 5||1.0 


1 1 21||0.4657 3.32876 0.462857 
V,=|! 2 4|10.8630 |=| 6:19178 |=7.191781x| 0.860952 
1 2 5||1.0000 7.191781 1.000000 


然后 再 作 新 的 向 量 。 归 一 化 主要 是 为 了 加 快 闪 代 速度 ， 到 第 7 次 迭代 就 成 为 


1 1 2||0.462598 0.462598 
1 2 41||0.860806 |= 7.184210 x| 0.860806 
1 2 5 


1.00000 1.000000 


(5.3.8) 


(5.3.9) 
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0.462598 
(3) À =7.184210, X, =10.860806 
i 1.00000 i 

对 于 这 种 方法 需要 说 明 以 下 几 点 : 

O 收敛 速度 取决 于 两 个 因素 .最 重要 的 因素 是 要 看 媳 与 必 的 比值 , 1⁄8 x, 
Hk. A, / A 越 小 , 则 sp 一 0 的 速度 越 快 ， 收 敛 越 快 。 第 二 个 因素 是 系数 w WR a 
Ima, a, 大 ， 那 么 会 加 快 收敛 ， 即 态 选 择 得 好 会 加 快 收 和 敛 。 

Q) 适 代 过 程 是 自 校正 的 。 和 人 代 向 量 中 的 误差 只 能 延迟 收敛 而 不 会 破坏 收 伍 
性 ， 因 为 任 一 个 带 误差 的 向 量 都 可 以 看 作 一 个 新 的 始 发 向 量 ， 然 后 再 迭代 下 去 ， 
所 以 不 会 发 散 只 是 延迟 收敛。 

(3) 上 面 的 推导 都 是 基于 a 0 的 假设 ， 如 果 a =0 那么 每 一 次 迭代 的 向 量 都 
与 为 无 关 , 和 迭代 过 程 不 会 收敛 到 为 。 pm RIE, 
使 得 循环 很 可 能 在 适 代 向 量 中 引入 一 个 分 量 ， 它 是 一 个 非 0 的 数 乘 上 为 ， 这 个 向 
量 随 着 每 一 次 迭代 而 增长 ， BARIY PRESAR. 这 个 措施 就 确保 了 主 特征 
值 以 及 它 的 主 特征 向 量 的 获得 ， 同 时 指出 这 种 方法 只 是 求 出 主要 的 ， 而 不 是 所 有 
的 特征 值 和 特征 向 量 。 


2. Hotelling’s 收缩 法 


才 法 有 一 个 明显 的 缺点 就 是 只 能 求 出 主 特征 对 ， 而 且 还 可 以 进一步 指出 ， 
要 是 针对 同一 个 矩阵 4 ， 任 何 通过 和 迭代 的 方法 求 出 第 一 个 次 主 特征 值 的 党 ait 
是 失败 的 。 因 此 人 们 想到 去 研究 一 种 修改 4 A ARRERA Bei er 385 — 4 
次 主 特征 值 。 

这 里 将 介绍 另 一 种 技术 ， 也 就 是 由 Hotelling 提出 来 的 所 谓 手 阵 收缩 的 方法 。 
这 种 方法 的 限制 条 件 是 ， 4 是 实 对 称 的 。 事 实 上 这 个 前 提 条 件 是 非常 重要 的 ， 因 
为 我 们 知道 ， 当 4 是 实 对 称 时 M, ERMEER ES 的 ， 有 了 正 交 性 就 给 问题 
的 分 析 带 来 了 许多 方便 。 

设 特征 向 量 已 规范 化 ， 即 


(r,s5=]1,2,.……,n) (5.3.10) 


HP 4-4, 为 4 的 特征 值 。 
如 果 扩 ， 思 是 4 的 第 一 个 特征 值 和 特征 向 量 ， 设 


A = A-A (5.3.11) 


显然 A 的 特征 值 是 
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0 ? A,A... 4, 
特征 向 量 是 
Xs X2,X4; Xn 


BA” 4,24, BÆ A KRE 0, EARE E. (0,x,) 是 A, 的 
特征 对 ， 但 不 是 4 的 。 这 是 因为 : WRR X =[x,,x>,:: E RE ETAR 
特征 矩阵 ， 那 么 ， 式 (5.3.11) 两 边 分 别 左 乘 和 右 乘 抢 阵 瑟 ! MX, Hl 


4) 
(2) 
Zl = X 1A X = 入 
A 
是 A, 的 特征 值 。 
4 A 0 
右边 = XTAX -4X xx] X = + . _ 0 . | + 
4, 0 4, 
由 于 左边 = 右边 ， 所 以 有 上 面 的 结论 。 
HENE x AR A 
Ax, = Ax Te =Ax 50 iT] (5.3.12) 
>x; = Ax, — MAA x, = Ax ÂA = Ax, izl > 
对 4 用 窜 法 迭代 ， 取 始 发 向 量 为 所 ， 相 应 于 矩阵 4 的 第 一 次 迭代 为 
V, = 4 = S a, Ax, - Ya, Ax, -449a xx, 
. 7 o, r=l (5.3.13) 
= > a,x, - Ax 2 a, ô, = > a, x, 
r=l r=Í r=2 


301] AE, Va 5642628, ARAE 


n P I 
Vp “zas +>, p = (5.3.14) 


r=3 
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当 己 -> oo 时 ， 得 到 第 一 次 主 特征 对 : 2, x, , A, 就 称 为 缩减 矩阵 。 
对 于 这 种 方法 需要 作 以 下 儿 点 说 明 : 
(D 收缩 显然 是 可 以 依次 类 推 的 。 例 如 


A= Ati Mx rt1=4 -S aea! (k=2,... n) (5.3.15) 
il 
具有 特征 值 0.0,…;0, 和 ,hr 和 和 相应 的 特征 向 量 交 :2 Xpat Xk Xka" Xn e 
因此 可 以 通过 迁 代 , KAE A, Fix, 。 这 样 不 断 下 去 就 可 以 求 出 全 部 的 特征 值 和 特 
征 向 量 。 
(2) 以 上 把 4 限制 在 实 对 称 矩 阵 ， 同 样 的 方法 也 适合 于 任意 的 实数 矩阵 。 
对 于 任意 的 实 矩阵 ， 有 这 样 的 事实 ，4 和 41 有 相同 的 特征 值 A, Ay o 
记 4 的 特征 向 量 为 …,% ,4 的 特征 向 量 为 为 …, 坟 ， 昌 然 4 的 特征 向 量 不 
再 满足 正 交 性 , 但 仍 可 利用 4 与 4 的 特征 向 量 的 正 交 性 。 这 两 组 特征 向 量 可 规范 
化 如 下 : 
yix, = ó,, (r,s=],2,.. n) (5.3.16) 
取 
4 = A- Ax (5.3.17) 
则 
Ax; = Ax; -AGY x; = Ax; — NOX -f i=l 
: N i ; ; Ax, i=1 
A, 的 特征 值 为 0,4), 为 …,4,， 特 征 向 量 为 x,x,X3…，X。 
同 理 可 解 出 4" 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
(3) Hotelling 方法 的 主要 缺点 。 每 次 的 收缩 矩阵 都 是 建立 在 前 面 所 计算 出 的 
特征 对 的 基础 上 的 ， 显 然 精 度 受 到 影响 ， 误 差 积累 ， 每 收缩 一 次 ， 次 主 特征 值 的 
求解 精度 就 降低 一 次 。 


3. Wielandt’s 收缩 法 


这 种 方法 是 Hotelling 方法 的 推广 ， 讨 论 的 是 一 个 任意 的 实 矩 阵 4 。 
先 假设 族 ,分 别 是 4 的 主 特征 信 及 相应 的 特征 向 量 , 并 已 经 算出 。 设 收缩 算 
阵 为 


(5.3.18) 


hy =A- xu (5.3.19) 
其 中 为 任意 的 矢量 ， 但 满足 


53 jk R 法 `-129- 


ul x, =A (5.3.20) 
Ax, = Ax; -mun = 0 (5.3.21) 
所 以 零 是 A 的 特征 值 ，x A A, 属于 零 特 征 值 的 特征 向 量 。 
如 果 记 
n=u1 (i=23,-.n) (5.3.22) 
4, 
x) xi nx (i=2,3,…,n) (5.3.23) 


oh, 4AA A RIRE, EE 4 的 特征 值 ，x; 为 4 的 属于 加 的 特征 向 量 。 那 么 


Ax) =(4 -xu Nx -x)= Ax; —r, Àx, 一 xu x + EE 
= Nx — HNX — XU X; + nMX = Ax; — xu X, 
T 
=4 Ë z Fa "J = A(x; nx) = 4 (5.3.24) 
FEA x x) (2) ... 2) Rk À, REE, EPE A 的 特征 向 量 (ci 除外 )， 而 4 的 
特征 向 量 是 XI X23" Xn ° 
x; j xO 的 关系 由 式 (5.3.22) MR (5.3.23) 得 到 。 
取 始 发 向 量 


H 
h= >a, x, 


r=l 


则 


n n n 
V = 4, = >a, (4— qur )x, = > e, Ax, _ > =, xu x, 


r=1 r=1 r=1l 


$ z 4 ul x 
一 iN JJ. 2,a,4,x, a mA = 2 apu ES 2>;=,4, (> x LT | (5.3.25) 

r=2 r=2 r=2 4, 
V => a, A xP (5.3.26) 

r=2 
n 4, P 
V, =% | xx +> a, 图 x) (5.3.27) 
r=3 


对 活用 上 面 的 方法 迭代 ， 可 得 到 有 ， xf) yx (i=2,.. n). 
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现在 讨论 一 个 HRA. BF, a, O 是 线性 独立 的 ， 那 么 
CAA + Ya (= (5.3.28) 
i=2 


当 且 仅 当 w =0 (i=1,… ,7n) 时 成 立 。 
WRR uy = 41 M y ÆA 的 第 一 个 正规 化 了 的 特征 向 量 ,， 则 就 是 Hotelling 


的 缩减 方法 。 
考虑 任意 一 个 这 样 的 矢量 页 ， 使 得 
W. x =l (5.3.29) 
那么 
W.) Ax, = W, Àx, = À, (5.3.30) 
选择 - 
=W A (5.3.31) 
则 收缩 矩阵 为 
出 =4 一 为 的 [4 (5.3.32) 
BA, 4 具有 特征 值 0 ,22,…, KRENE P,P, Ep 
x -5 [zas Ja (i=2,-.n) (5.3.33) 


XWR EHTK, PRE a PRETERA 1 (如 第 7 行 ) ， 那 么 选 
e; =W 就 满足 式 (5.3.29)， 则 


ex =l (5.3.34) 


Rp 


j * 
[0-.:.010-..0] 1 j (5.3.35) 
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所 以 选 
ul =e A (5.3.36) 
那么 
A, = A—-xer A=] -xe;)A (5.3.37) 
进一步 还 可 以 看 到 
j 
x - 
0 0 x 0 0 
X12 
0 0 x, 0 0 
z | 9021. o]: : 1 Ë : (5.3.38) 
. 0 0 1 0…0| j 
xi, : : : : : 
0O 0 x, 0… 0 


BLS (xe) jA ALRT 0, B 0.42... 2) 的 第 7 个 元 
素 为 0， 所 以 可 以 划 去 xO) 的 第 j 行 及 好 的 第 j 行 第 j 列 ,于 是 就 把 一 个 n 维 的 问 
题 变 成 了 n -1 维 问题 。 
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上 述 用 宫 法 及 收缩 迭代 法 求 特征 值 和 特征 向 量 的 一 个 不 足 之 处 就 是 ， 特 征 值 
和 特征 向 量 是 一 对 一 对 来 求 出 的 ， 出 来 一 对 收缩 一 次 得 到 一 个 收缩 矩阵 再 选 
代 …… 而 变换 法 同时 产生 矩阵 4 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 。 
1. 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 一 种 旋转 变换 的 方法 ， 它 通过 正 交 旋 转变 换 把 矩阵 化 为 对 角 算 
阵 而 得 到 。 

1) 二 维 情 形 i 

KIJERIE RE A 对 应 一 个 标准 二 次 型 


XTAX =1 (5.4.1) 


在 二 维 的 情况 下 , 这 就 是 一 个 椭圆 方程 。 寻找 4 的 特征 向 量 即 为 寻找 其 主轴 ， 
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4 在 主轴 下 的 投影 即 为 特征 值 。 


x 


yi cose —| 


图 5.4.1 二 维 旋转 示意 图 
如 图 5.4.1 AR yM y RRE, W G) 与 Oyo 的 关系 为 


x) =y, Cos 0 —- y, sin@ 
X = yy sin@ + y, cos 


写成 矩阵 形式 为 
x= Ry 
其 中 
a | 
容易 验证 
RR" = RIR=/ 
其 中 及 为 正 交 和 抢 阵 。 将 式 (5.4.3) 代入 式 (5.4.1) 得 
y'R'ARy=!1 
因为 Oy) 是 主轴 ， 那 么 
R'AR=A 


(5.4.2) 


(5.4.3) 


(5.4.4) 


(5.4.5) 


(5.4.6) 


(5.4.7) 


是 对 角 和 矩阵 。 因 为 式 (5.4.6) 对 应 主轴 ， 所 以 为 平方 和 形式 。R 就 是 由 4 的 一 组 特 


征 向 量 所 构成 的 正 交 矩阵，R 的 列 向 量 是 4 的 特征 向 量 。 记 
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coSO —sin@ 
$ = ， £= (5.4.8) 
"i 4 = | 
将 式 (5.4.7) 展开 为 
4 0 _ cos@ sin |a, a cos@ Bj (5.4.9) 
0 1 —sin@ cosĝð||az an ||sinð cos@ 


等 式 右边 逐 项 相 乘 后 与 左边 矩阵 元 素 对 应 相等 可 得 4 与 ajy 及 9 RR, 对比 左 右 
两 边 矩 阵 的 非 对 角 元 素 有 为 


0=-(a - axz)sin@0cos@-+ a,,(cos2 0 —sin2 0) (5.4.10) 
易 知 
tan(20) = — <2 (5.4.11) 
âi 072 


这 是 平面 旋转 的 情况 。 下 面 将 二 维 的 结果 和 结论 推广 到 4 是 n 维 的 情况 。 

2) nn 维 的 情形 

对 于 二 维 的 情况 只 需 一 次 旋转 即 可 得 到 特征 值 和 特征 向 量 ， 但 对 于 nn 维 的 情 
况 都 要 经 过 若干 步 的 迭代 才能 达到 ， 而 且 每 一 步 都 是 一 个 平面 旋转 ， 即 一 次 变换 
只 是 把 一 个 非 对 角 元 素 变 为 零 (考虑 到 对 称 性 也 可 以 说 是 把 一 对 非 对 角 元 素 变 为 
零 ) 。 

设 欠 代 序 列 为 


A =R] AR, (k=1,2,…) (5.4.12) 


其 中 ， R, 为 第 大 次 变换 矩阵 ， A =A. 
假设 在 4_) 中 绝对 值 最 大 的 非 对 角 元 素 在 (p,q) 位 置 上 ， 那 么 


p q 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 

R =| ° cos 加 O P (5.4.13) 
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将 式 ($.4.13) 代入 式 (5.4.12) 中 ， 得 到 A, 的 元 素 为 


k) (kt-D ano2 kl) ç; (k-D ain 2 
a) = a ) cos? 0, +2at sin Â, cos ê, +a, ` sin" 6, 
at) = at sin? @, — 2a D sin @, cos @, + a cos’ 8, (5.4.14a) 


k kl &-D 、。， k-1 2 ， 2 
ao = (a ) 一 a ))sin @, cos @, +a% (cos? 0, ~sin? 0,) 


at) = aD cos ô, + a) sin 6 


L 


al )= at D sing, + a% D cos @, 


O GD aD (5.4.14b) 
ay =ay cos, +a; 'sin6, 
k k-1) ,: k—1 
a = -a ) sin 6, +a ) cos O; 
af) = agd G, j+ pq) (5.4.14c) 


上 面 的 式 子 之 所 以 按 a, b,c 分 类 ， 是 因为 它们 备 有 其 规律 和 特点 。 

分 析 上 式 可 见 : 

(1) 当 p=1，g=2 时 , 式 (5.4.14a) 与 二 维 的 情况 一 样 ， 可 以 理解 对 4 的 确 作 
了 一 个 平面 旋转 。 若 使 (p,q) 元 素 为 0， 即 式 (5$.4.14a) 的 第 三 式 为 0， 推 得 


pa 
tan(20.) = 到 -，|0 | i (5.A.15) 


a a 
和 式 (5.4.11) 比较 , 可 以 理解 二 维 公式 是 n 维 的 特例 ，n 维 公式 是 二 维 的 推广 。 
HLH, Hag =a IP, 0, = 土 m/4 符 号 取决 于 abo ?的 符号 。 
(2) IÑ (5.4.14b) 可 以 简单 地 理解 为 原 矢量 在 新 轴 上 的 投影 。 
(3) 式 (5.4.14c) 表示 旋转 不 改变 与 p ，g 无 关 的 行列 上 的 元 素 ,所 以 旋转 是 局 
部 的 。 
关于 此 法 需要 说 明 以 下 几 点 : 
(1) 此 法 是 收敛 的 ， 即 
lim A = A (5.4.16) 


— OR, a 0， 即 第 大 次 旋转 到 零 的 非 对 角 元 素 ， 在 下 一 次 旋转 中 就 


不 一 定 保持 为 零 。 但 不 论 怎样 ， 遂 过 一 定 的 迭代 次 数 后， 总 能 变换 成 对 角 和 矩阵 。 
(2) 在 式 (5.4.16) 中 当政 w 时 ，A 为 对 角 阵 。 但 实际 过 程 中 ， 无 穷 多 次 迭代 
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是 不 可 能 的 ， 一 般 只 要 做 到 对 角 占 优 ， 即 非 对 角 元 素 比 主 对 角 元 素 小 得 多 就 认为 
已 对 角 化 了 。 
如 果 收 和 敛 允 许 值 为 9$ ， 则 要 求 


(49) - (46D) 


Z <10 (i=l,.-. n) (5.4.17) 
及 
1 
Oy 下 
ri <10 (5.4.18) 
ji t Jj 


(3) 在 迭代 过 程 中 使 用 扫描 技术 。 为 了 使 at AAF, (p,g) 的 选取 是 
(1 ,2)(1 ,3) … (1 ,nn)(2 ,3) … (n — 1,n) , 这样 作 N = n(n-1)/2 次 循环 , 就 可 以 将 所 
有 的 非 对 角 元 扫描 一 次 。 u 

为 在 一 次 旋转 中 已 化 为 零 的 某 个 非 对 角 元 a ， 一 般 在 下 次 旋转 中 又 要 会 
变 成 非 零 ， 那 么 下 次 旋转 中 又 要 面临 选择 哪 一 个 (P,g)& 化 为 零 的 问题 。 一 般 选 
择 汉中 最 大 的 非 对 角 元 素 作 为 目标 可 以 加 快 收敛 , 但 这 个 搜索 实际 做 起 来 是 很 费 
时 的 。 扫 描 的 优点 是 避免 了 这 个 麻烦 ， 但 扫描 的 缺点 就 是 ， 不 论 非 对 角 元 素 的 大 
小 如 何 ， 都 做 旋转 ， 这 样 势必 造成 浪费 。 

(4) 门槛 雅 可 比 法 。 可 在 扫描 过 程 中 采用 先 检查 后 旋转 的 门槛 雅 可 比 法 。 设 定 
一 个 门槛 值 ， 大 于 它 的 就 旋转 ， 小 于 它 的 则 不 旋转 。 这 样 可 减少 许多 计算 ， 这 个 
门槛 值 即 为 式 (5.4.18) 中 的 S。 该 式 表达 了 一 种 限定 关系 ， 一 般 对 于 第 次 旋转 ， 
取 S=2k。 式 (5.4.18) 的 左边 叫做 耦合 因子 。 


(5) 因为 
A, =R] R] :RI RI ARR, R, R; (5.4.19) 
所 以 
lim RIR, R, IR, = x (5.4.20) 


式 (5.4.20) 既 说 明 特 征 向 量 和 特征 值 同时 全 部 一 次 性 求 出 来 , 又 是 特征 向 量 的 计算 
公式 。 


(6) 雅 可 比方 法 的 精度 取决 于 sinb, A cosd, 的 计算 。 如 果 这 两 个 值 是 足够 精 
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确 的 ， 那 么 不 会 因为 循环 而 使 误差 增长 。 特 征 向 量 的 精度 取决 于 特征 值 的 密集 程 
度 。 当 然 ， 即 使 在 有 些 特征 值 非常 密集 的 情况 下 ;特征 向 量 也 几乎 完全 正 交 ， 这 
是 雅 可 比 法 最 大 的 特点 ， 这 也 就 是 为 什么 到 目前 为 止 ， 在 求解 动力 学 特征 问题 中 
一 般 都 用 此 法 的 重要 原因 。 
2. 广义 雅 可 比方 法 

对 于 广义 特征 值 问题 


KO=AM® (5.4.21) 


同样 可 用 旋转 变换 的 方法 。 所 不 同 的 是 ， 对 于 标准 特征 值 问题 通过 旋转 得 到 的 矩 
阵 4 的 主轴 ， 而 对 于 广义 特征 值 问题 是 通过 旋转 ， 得 到 矩阵 M、 和 矩阵 尺 共 同 的 主 


轴 。 
BR, ÆR k KIEFER, H. 


P q 
1 0 … 0 + 0 0] 
0 0 0 0 
0 0 . 1 ... .. 0 P 
R= a + D (5.4.22) 
0 0 voe l 0 q 
00. 1 
则 
K, = Re Ka pR, (5.4.23) 
M, =R; MgB (5.4.24) 
应 有 (p,q) 上 的 元 素 都 为 0， 即 
Ki(p,9)=0, Mi(p,9)=0 (5.4.25) 


KW =0, MO=0 
将 式 ($.4.23) RI (5.4.24) 代入 式 (5.4.25) 得 
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aKÉ® +(1+av) KÉP + KI =0 (5.4.26) 


(k-1) (k-1) (kD) 一 
aM '+(I+ay)My; + =0 (5.4.27) 


和 雅 可 比方 法 比较 ， 在 前 面 要 使 非 对 角 元 化 为 0， 需 确定 的 参数 只 有 一 个 0 I 
在 这 里 则 需 确定 两 个 参数 a 和 v 。 


讨论 : 
(1) 如 果 
(一 1]) (k-1) (k-1) 
K pp — Kog — Ky 
(k—1) (k-1) (k-1) 
My, Ma Mpg 


即 方程 参数 成 比例 ， 两 个 方程 成 为 一 个 ， 可 以 看 作 平 几 解 的 情况 ， 取 
KED 
a=0, v=- 
Kia 
(2) > M 是 正定 的 ， 满 的 或 带 状 时 ，& ,vy 的 求解 有 个 技巧 。 令 
T(k-1) _ pk-l) } yk-l) (h-1) p (k-1) 
Kop = Ky M q — My Kiq 
T(k-1) _ p (k-) 4 g(k-1) (k-1) p- (k-1) 
kor "= Ks Ma -Ma Kia (5.4.28) 


TK) _ g(k-1) z g(k-1) _ p (k-1) z g(k-1) 
k =K p M; Ka My, 


= ， @=—— (5.4.29) 
x x 
其 中 
_ T 2 
ED — an [EGY enan 
x= +sign(k =”). = +k; kog (5.4.30) 


(3) 如 果 MARAE, IB M =(m;)= I, Blm;=0(izj), WA 


k (kl) — -MED gD 
| Pp PP m (5.4.31) 


r(k-)  _ ag(k-1) p (k-1) 
kaq T Moa Kpa 


HHE M =I, M 
G =—v (5.4.32) 
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(4) 迭代 过 程 和 前 面 讲 的 相同 ， 不 同 之 处 是 门槛 值 要 增加 质量 耦合 因子 


1 
-D2 Ts 
On a ”<10rs (5.4.33) 
(mz `) 
而 且 是 对 两 个 年 阵 玉 和 M 同时 旋转 。 
对 收敛 的 判断 也 是 同时 考虑 矩阵 及 和 AM ， 类 似 地 ， 式 (5.4.17) 有 
(k) _ 2(k-—1) 
l C lao (i=1,2, n) (5.4.34) 
其 中 
(k-1) (k) 
aD sti y> Osti (5.4.35) 
Mi | 


3. Givens 方法 


上 面 所 讲 的 雅 可 比方 法 ， 是 通过 坐标 旋转 使 一 个 实 对 称 和 矩阵 4 对 角 化 而 得 到 
的 特征 值 和 特征 向 量 。 这 里 介绍 的 Givens 方法 也 是 进行 坐标 旋转 ， 但 它 不 是 把 4 
对 角 化 ， 而 只 是 三 对 角 化 ， 因 而 它 无 需 迭 代 ， 而 只 需 有 限 的 几 步 。 三 对 角 算 阵 求 
特征 值 比 一 般 的 矩阵 要 容易 得 多 ， 而 且 方 法 和 手段 也 较 多 。 所 以 这 一 步 工作 即 三 
对 角 化 显然 不 能 直接 得 出 特征 解 ， 但 也 是 很 有 意义 的 ， 它 起 到 了 一 种 桥梁 作用 。 

使 得 雅 可 比方 法 成 为 近代 方法 的 原因 是 , 在 第 丰 步 化 零 的 非 对 角 元 (P,9) 在 第 
k+1 步 时 一 般 不 再 为 零 。 而 Givens 方法 就 是 使 a$) 化 为 零 后 ， 在 (Kk+]) 步 中 仍 保 

1) Givens 旋转 

由 式 (5.4.14b) 得 


a =—at sin, +a D cos, (5.4.36) 
如 果 
a% = 0 
那么 
sin0, = akag， cos 入 =aa 人 tm (5.4.37) 
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其 中 


—i/2 
a, =f aP P +[at PP) (5.4.38) 


2) 讨论 
(1) 注意 到 转角 的 计算 比 雅 可 比 法 简单 得 多 ， 此 处 是 直接 算出 了 
sin 6, ,cosb, ， 而 雅 可 比 法 是 算出 tan(22,) ， 再 计算 sinlb , cos, 的 。 变 换 矩 阵 在 形 


式 上 与 式 ($.4.13) 相同 ， 即 


P q 
1 0 0 0] 
0 cos 0, —sin 8, 0 P 
R; 一 : : 
0 sin, cos 0, 0 q 
0 0 0 1j 


所 不 同 的 是 ， 这 里 的 由 式 (5.4.37) RX (5.4.38) 共同 决定 。 
(2) (p,q) 的 取 值 保证 三 对 角 化 。 


Jat? a as aa as a 
a ay) als) Ga Gs G, 
31 aÉ, a33 0434 6035 °" U3n 
Q41 CQ42 da3 Ga Aas dan 
451 ds2 Gs ds4 Gss ds, 

L an an2 an3 ang Ans U Am) 


HP aP HR (5.4.14) 决定 ， 这 里 


每 旋转 一 次 ， 三 对 角 上 的 元 素 改 变 一 次 值 ， 但 非 三 对 角 上 的 元 素 被 逐次 消 零 。 
G) 变换 是 逐 行进 行 的 。 化 下 一 个 元 素 时 ， 不 会 影响 前 面 已 化 为 零 的 元 素 。 
在 将 一 行 ( 除 三 对 角 上 的 元 素 外 ) 化 为 零 的 同时 ， 即 将 与 行 对 称 的 列 上 的 元 素 间 时 
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化 为 零 ， 即 di =0 与 al =0 是 同时 得 到 的 。 


除了 三 对 角 上 的 元 素 外 ， 其 他 元 素 在 经 一 系列 的 变换 后 都 化 为 零 。 
(4) 经 过 (n--1)(n-2)/2 次 (有 限 次 的 ) 旋 转 后 ，4 被 化 成 三 对 角 。 


| a Bb 0 I. ... 0 o] 
f, a, D, … ... 0 
0 ñ o :- ... 0 0 
4 = : : : : : (5.4.39) 
: : bn_2 Qn_2 ñ, 0 
0 0 Bni Qa- Ba 
L 0 0 0 Ba a, | 
s . (5.4.40) 
变换 是 有 限 次 的 。 把 第 一 行 ( 列 ) 化 为 零 ， 需 作 n--2 次 旋转 ， 第 二 行 ( 列 ) 化 为 零 需 
E n-3 次 (保留 三 个 元 素 )…… 第 (xn-2) 次 作 一 次 旋转 ， 共 需 


k=(n-2+1)x(n-2)/2 次 变换 。 
(5) 用 Givens 法 将 一 个 实 对 称 和 矩阵 4 化 为 三 对 角 时 ， 约 需 4n/3 运算 ， 而 雅 
可 比 法 中 仅 一 次 扫描 就 需 2m 运算 ， 这 也 是 我 们 为 什么 要 进行 三 对 角 化 的 另 一 个 
(6) 缺点 在 于 消 零 是 逐个 元 素 进 行 的 。 


4. Householdes 方法 


这 也 是 一 种 将 实 对 称 惩 阵 化 为 三 对 角 阵 的 方法 ,但 比 Givens 法 更 有 效 ， 它 的 
运算 量 仅 是 Givens 法 的 一 半 。 因 为 它 不 是 一 次 只 消去 一 个 元 素 (或 二 个 元 素 ) M 
是 一 次 运算 就 同时 消去 一 行 以 及 一 列 的 元 素 ( 除 了 三 对 角 上 的 元 素 外 ) ， 因 此 总 共 
只 需 2 -2 次 变换 。 与 Givens 相同 的 是 变换 是 正 交 初等 变换 ， 每 一 次 变换 都 不 改 
变 以 前 已 经 变 成 零 的 元 素 ， 所 以 -2 次 就 足够 了 。 另 一 个 不 同 点 是 它 不 再 是 旋转 
变换 。 

1) 变换 


A=BA PP, ho=4 (5.4.41) 
其 中 


P =1-2V V]; ViV=1 (5.4.42) 
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可 以 看 出 ，P 是 对 称 的 ， 而 且 是 正 交 的 ， 这 是 因为 所 =P, H 
P PI = (1-0 VU -WV VE) =I -4V VE + 4V VEV VE = 1 


P, ok JU 482 A P —A n EARRA n EREE, JLE 
也 可 称 为 到 一 个 已 知 平面 的 映射 ， 这 种 变换 叫 Householdes 变换 。 


2) Z P, 
已 的 确定 ， 亦 即 挨 的 确定 。 按 照 定 义 ， 经 上 =1 次 变换 后 ， 得 到 
al) aQ 0 ... 0 
a ag a = ap 
4=| 0 ad aR ... ad |= RAP, (5.4.43) 
0 a aR a 
要 求 
a® =a =... =a® =0 (5.4.44) 
及 
VV =1 (5.4.45) 


式 (5.4.44) 就 是 对 n 维 向 量 世 给 出 (n 一 了 ) 个 约束 条 件 ， 这样 万 就 只 有 一 个 可 自 
由 选择 的 向 量 。 不 妨 设 


那么 
0 
V2 0 ... 0 
Vm = v3 [0 vo wa s Min]=|: * (5.4.47) 
: 0 
Vin 


它 的 第 一 行 及 第 一 列 都 是 0， 其 他 行 、 列 上 的 元 素 用 “* ”表示 不 关心 的 元 素 。 
此 


1 0 0 ... 0 
0 * * e * 
A =|0 


-2v3 1-20  —2waW, (5.4.48) 


0 * * 。- * 
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则 B4 的 第 一 行 第 一 列 不 会 改变 。 
如 果 记 人 水 的 第 一 行 向 量 为 ak (k= 0.1…)， 那 么 4 的 第 一 行为 


aP" a P. =al —2(a  V,)V.. (5.4.49) 

于 是 第 一 行 的 元 素 就 是 
af =a; (PÆ) | (因为 v1 = 0) (5.4.50) 
a) =a; 2(a Vw (j=2,3,…,n) (5.4.51) 


考虑 由 式 (5.4.44) 所 给 出 的 约束 条 件 ， 确 定 -TD 个 未 知 数 (j=2,…,n ) 的 
(n 一 了) 个 方程 应 该 是 
a -UaV =0 (j=3,4,.,n) (5.4.52) 
及 
y HvA +. +y =1 f (5.4.53) 
为 了 从 这 一 组 方程 中 解 出 六 >，…wn， 首 先 要 确定 本 万 。 注 意 到 这 样 一 个 事实 ， 
由 式 (5.4.49) 得 


ora 


aTa = ar 有 .RATa = ala (5.4.54) 
将 其 展开 得 | 
a +a tad +. Ta = a +a +... + ao, (5.4.55) 
w (aY =a, al) =- =a =0。 所 以 
(aQ Y = >a 全 a (5.4.56) 
j=2 
其 中 


为 常数 。 所 以 
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又 由 式 ($.4.51) 得 
a) = aa — (al V v = 二 an (5.4.57) 
ERRE 
2 [ay -= (a Vi vj hy = tæv (5.4.58) 
j=l 


因为 由 式 (5.4.52) , 34 j=3, ni [a -2an ]=0; 33 7=1BF, wi1=0， 
再 由 式 (5.4.58) 得 


j=l 


所 以 式 (5.4.58) 是 一 个 恒等式 。 式 (5.4.58) 的 和 式 可 以 进一步 写成 矩阵 形式 为 


al V, 一 aT V), V, = tæv (5.4.60) 
或 
-a V, 三 士 Ql1Vl2 (5.4.61) 
al V, = 二 aqviz (5.4.62) 
IRAR (5.4.52) 得 
wp (5.4.63) 
2a1v1» 


Bá vy =0 ， 若 再 知 wa ， 那 么 万 就 可 知 。 由 式 (5.4.56) 及 式 (5.4.61) 得 


。 2 > 


l a. NË (5.4.64) 
V. =| 二 taze) 
aiat 


RAR 5.4.63), vy; (J=3,…,n) 就 可 求 出 。 

符号 选择 取决 于 a 的 符号 ， 如 果 a <0 则 取 “-” 反之 则 取 “+” 原则 是 
使 ws 尽 可 能 大 ， AA va EA (5.4.63) 中 作 除数 。 但 式 (5.4.64) 与 式 (5.4.63) 中 的 符 
号 应 取 一 致 。 

3) RRV, 


一 T 
V.=[0 + O waka wb … Yeal 
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RA (n-k) PARRA 


VV, = 1 
O a -amD-0 


ag k+2 T GEH3 TU T Akn 


所 以 ， 有 个 元 素 vyn -vx 可 任意 选择 为 0, 其 中 


i 
Vek = (5.4.65) 


v, =+ (j=k+2,::,n) (5.4.66) 
EJ a k+l 
1 
n 2 
na| $ ar (k=1,……,n—2) (5.4.67) 
j=k+1 


以 上 运算 都 可 以 通过 计算 机 编程 运算 ， 需 2m3/3 次 四 则 运算 ， 比 Givens 的 运 
算 次 数 少 一 半 。 

Householdes 法 与 Givens 法 一 样 都 可 以 经 一 定 的 修改 而 适用 于 任意 和 矩阵 而 不 
仅仅 是 实 对 称 矩 阵 。 虽 然 这 里 是 就 实 对 称 矩 阵 来 讨论 的 。 


5.5 ”三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向量 


Givens 法 及 Householdes 法 是 将 一 个 实 对称 算 阵 转化 为 三 对 角 和 矩阵 ， 这 样 就 
把 一 个 求实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 问 题 转化 为 求 一 个 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 问 题 。 这 一 
节 介 绍 求解 一 个 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 。 


1. 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 
1) 特征 多 项 式 


a, 一 人 pb 0 0 0 
5, CQ2 一 4 ph 0 0 
B 03 一 4 0 0 
AD = . . =0 5.5.1 
( ) : : 0 0 ( ) 
0 0 0 Cj 1 一 人 4 B, 
0 0 0 Pn æ, -À 
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WB P(A) 是 矩阵 (4 — AD 的 z 阶 主子 式 ， 那 么 


p (A) =a, - 4 (5.5.2) 
px (2) = (a, — A)(a, - 2) - B? = p (Aa, - 4)— B> p (2) (5.5.3) 
p, (A) = (z, -Ap (4) — B? p,-, (A) (i=2,3,.…,n) (5.5.4) 
其 中 Po(4)=1。 
显然 
p,(2) = (G, -4)p, (4) - Bp, 2 (A) = det(A, — AI) (5.5.5) 
因此 ， jp,(4) 就 是 水 的 特征 多 项 式 。 
2) Sturm 序列 


Sturm 序列 指 的 是 一 组 多 项 式 序列 ， 它 满足 以 下 条 件 : 
(1) po(A4)#0; 
(2) WÈ p; (2)=0， 那 么 p(a)= 0; 
GO SAMT p (A) 的 一 个 零 根 时 ， pA pal 的 符号 从 正 变 到 负 ， 
Pia) #0, FE. pi) Pi- <0 
3) Sturm 定理 
$: 
(1) po(4), pi (A) s p, (A) 2 P< lB] (a,b) 上 的 sturm 序列 ; 
(2) SUD 是 从 p (u) 到 pi(1) 符号 改变 的 次 数 ， 
那么 ， 在 区 间 (a,b) 中 P (4) 的 零 根 数 为 $(5)-S(a)。 
这 里 只 给 出 对 该 定理 的 有 关 说 明 ， 而 不 作 详 细 证 明 。 
(1) WREE pj(1) =0， 对 于 所 给 的 R pU) 的 符号 与 p, (1) 的 相反 ， 
这 并 不 影响 计数 符号 改变 的 次 数 ， 因 为 p. (u) 与 pa (a) 总 是 反 号 的 。 所 以 从 
pi (4) 到 PLD 改变 一 次 符号 。 
(2) 此 定理 可 用 于 决定 p, (0 的 根 , 根 的 个 数 等 于 sturm 序列 符号 改变 的 次 数 
(A <u), BEE u EADW SU) 不 变 , 直到 4 跨 过 下 一 个 p, (A) IR, 在 这 一 点 上 SC 
增加 一 个 1， 而 且 每 跨 过 一 个 增加 1。 
(3) Sturm 定理 的 意义 不 是 确定 特征 根 ， 而 是 确定 特征 根 的 范围 。 
Sturm 定理 的 意义 如 图 5.5.1 所 示 。 当 用 Sturm 方法 得 到 根 的 近似 值 后 ， 所 关 
心 的 根 的 区 间 就 有 效 地 减少 ， 这 时 就 可 以 方便 地 在 一 定 范围 内 ， 在 存在 根 的 一 个 
较 小 或 足够 小 的 范围 内 用 熟知 的 一 些 求 根 的 近似 解法 如 Newton 法 等 有 效 地 、 精 
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确 地 求 出 特征 根 。 所 以 Sturm 定理 的 意义 不 是 直接 求 根 而 是 确定 根 的 范围 。 


I 
PaA) 1 
Pe à 


<u 1 


图 5.5.1 ”pp,(4) 根 的 发 展示 意图 
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2. 三 对 角 矩 阵 的 特征 向 量 
在 特征 值 已 知 的 情况 下 ， 比 较 适 合 于 求 一 个 三 对 角 和 矩阵 的 特征 向 量 的 方法 就 
是 道 选 代 法 。 
如 果 过 是 属于 旋 的 特征 向 量 ， 那 么 有 
(4-4Dx =0 


如 果 4 不 是 特征 值 ， 闷 也 不 是 特征 向 量 ， 而 是 在 由 特征 向 量 国 ,xz 张 成 的 
空间 中 的 任 一 向 量 ， 那 么 
(A-ADX = C (5.5.6) 


其 中 ，C 为 任意 向 量 ， 它 也 可 表示 成 特征 向 量 ( 基 ) 的 线性 组 合 。 
C= yx (5.5.7) 
i=] 
取 C 为 标准 化 向 量 ，y; 是 已 知 数 。 而 全 也 必然 是 特征 向 量 的 线性 组 合 


=) ,6 (5.5.8) 
i=l 


Ep, ó 为 未 知 数 。 
将 式 (5.5.8) 及 式 (5.5.7) 代 入 式 (5.5.6)， 有 


(A— DY 8x, = (Ga —A6.x;)= 36 G —A)x; = 51 yx, (5.5.9) 
加 | i=l m Hl 


ER (5.5.9) 的 两 边 左 乘 zy ， 由 正 交 性 得 


$ (4 - 4)= vi 
BH 

Yi 

ô =— 5.5. 

5ra (5.5.10) 
H y; 

X= x 
A (5.5.11) 


WRR N = C 为 始 发 向 量 
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”= i pe 
为 第 一 次 从 代 的 向 量 ， 那 么 可 以 设 迭 代 过 程 为 
(A-ADV;, =V, (P=1,2,…) (5.5.12) 
第 P 次 迭代 的 向 量 为 
V, =S ; (P=1,2,.…) (5.5.13) 
P7 二 -和 


关于 这 一 点 是 很 容易 验证 的 。 可 以 使 用 数学 归纳 法 。 
设 P=k~-1 时 成 立 ， 那么 p=k 时 ， 设 


n 
V, = > GX; 
il 


(A-ADV, => (a;4x; -ham) = oh Dx =V, I =) aiara 
i=1 i=l i=l (4 - 4) 


即 


n _ _ H Ono f 
DN DH” 
同 理 ， 两 边 问 左 乘 zy ， 利 用 正 交 性 ， 得 
Yi 
(4 -4)" 


i 二 


故 式 ($.5.13) 对 所 有 的 成 立 。 
人 么 由 式 (5.5.12) 碗 代 的 结果 是 否 收 化， 且 收 敛 到 的 是 否 是 正确 解 ? 因为 


: (5.5.14) 
x, Yn 
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可 见 ， 当 已 知 的 特征 值 非常 接近 某 个 频率 , 如 和 时 ，(4 - 和 一 0， 这 一 项 将 远大 
于 其 他 项 。 那 么 


P 
I x A, 一 4 
V, =—— s 7,X, + "| i ] x; (5.5.15) 
ý l > A-A | 
其 中 ， y, 0, 
1 
Vp =——((,x, +E (5.5.16) 
P (4 _- 2)” (y, r p) 
Jim Vp G CAP (5.5.17) 


因此 , = (5.5.12) 是 收敛 的 迭代 法 。 当 分 别 给 出 1 和，…… 称 … 的 已 知 近似 值 时 ， 
分 别 收 但 到 ,x,,…,x,,…,x% 特征 向 量 。 

关于 此 法 需 说 明 以 下 几 点 : 

(1) HR (5.5.12)4 Vp Vp 的 关系 是 (4-41) 1。 从 表面 上 看 ， 只 要 将 上 
一 次 的 向 量 乘 上 一 个 逆 和 矩阵 ， 就 是 下 一 个 向 量 ， 所 以 称 这 种 迭代 为 逆 和 迭代。 但 实 
际 求解 时 不 是 去 求 (4- AD 的 道 ， 而 是 解 方 程 组 (5.5.6) 。 因 为 (4- AD 虽 不 奇异 ， 
但 接近 奇异 ， 求 逆 会 带 来 非常 严重 的 问题 ， 其 中 矿 -4 BA, V, RA. 

(2) 当 12 接 近 某 个 特征 值 ， 如 和 时 ，6, >y, BX PH x E C HHI x 
强 ， 这 就 保证 了 收敛 性 。 而 不 论 矶 =C 中 交 对 应 的 刀 是 多 么 不 足 。 这 就 是 收敛 性 
对 始 发 向 量 的 任意 性 。 

(3) 4 越 接近 4 ， 收 敛 越 快 。 

(4) Vp RE Vp 时， 判断 收敛 结束 。 归 一 化 后 ， 得 到 4i 的 特征 向 量 。 

(5) KEE zo, WA =1/o? 。 

(6) 此 法 虽 是 为 解 三 对 角 矩 阵 的 特征 向 量 提出 的 ， 但 在 推导 过 程 中 丝毫 没有 
受 这 个 限制 ， 因 而 此 方法 适 于 任何 矩阵 。 只 不 过 对 三 对 角 算 阵 而 言 ， 特 别 方便 。 
3. Z x EBE 5 B EBE W < £ 

EA 44 的 特征 值 、 特 征 向 量 ， 确 定 4 的 特征 值 、 特 征 向 量 。 

因为 从 4 一 水 是 经 过 初等 变换 得 到 的 ,初等 变换 不 改变 矩阵 的 特征 值 , 即 4 
与 4 的 特征 值 相同 ， 但 4 与 4 的 特征 向 量 不 同 。 

令 4 为 特征 值 ，w 为 4 的 特征 向 量 ，x 为 4 的 特征 向 量 ， 那 么 
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Au = Àu 
A,x = Àx 
现在 建立 u 与 x 的 关系 。 因 为 
A = RA AR, = Ri RE AA RR, =-= RTAR 


其 中 


k 
R=RR…R =] |R; 


i=] 
注意 这 里 上 是 一 个 有 限 的 数 ， 则 
AX =R'ARX = AX 


两 边 同 时 左 乘 尺 ， 并 注意 尺 的 正 交 性 ， 有 


ARx = ARx 
比较 式 (5.5.18) ， 得 
u = Rx 
思考 题 与 习题 
5-1 利用 高 斯 消去 法 求解 下 面 的 方程 组 
1 2 1 -2 [+ 
2 5 3 —2|x| |3 
-2 -2 3 5|x| l15 
1 3 2 Slx| [9 


5-2 用 三 角 分 解法 求解 方程 组 


5-3 ”用 军法 计算 矩阵 


(5.5.18) 


(5.5.19) 


(5.5.20) 


(5.5.21) 


(5.5.22) 


思考 题 与 习题 +151- 


5-5 


5-6 


5-7 


5-8 


5-9 


10 10 0.5 
4=|1.0 1.0 025 
05 025 2.0 


的 主 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 ， 取 始 发 向 量 =n 1, 1. 


用 种 法 计算 下 列 各 和 矩阵 的 主 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 : 
2 -1 0 -4 14 0 
G) 4=| -1 2 aji; @) A=|-5 13 O|; 
0 — 2 -1 0 2 


当主 特征 值 有 三 位 小 数 稳定 时 ， 和 迭代 终止 。 
用 雅 可 比 法 求解 标准 特征 值 问题 KG6=46， 其 中 


11 1 
K=|1 1 1 
1 1 1 


利用 广义 雅 可 比 法 求解 两 端 简 支 等 直 梁 的 固有 频率 ， 其 中 


3 4 — 
g2 [2 1|. M2 3 
L |l 2 420 |-3 4 


利用 Householdes 变换 法 将 答 阵 玉 化 为 三 对 角 阵 ， 其 中 
5 A 1 0 
-4 6 — 1 
K= 
1 -4 6 -4 
0 1 -4 5 
用 实用 的 Sturm 定理 确定 广义 特征 问题 KOME 小 于 5 的 特征 值 数 目 ， 其 中 
-2 -i 0 05 0 0 
K=|-1 4 ~i; M=|0 1 0 
0 -i 2 0 0 05 


已 知 广 义 特 征 问题 的 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 分 别 为 
2 -1 0 0 0000 
g! 2 -1 0] wy 200 
0 -1 2 -1 0000 
0 0 — 1 0001 


PARAE j 1 1 1] ARRE e=10° AAEE R a A 0, ER ao. 
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5-10 ”用 逆 迭 代 法 近似 求解 特征 值 问题 KG6=XMF 的 基 频 wi 以 及 对 应 的 特征 向 量 一 ， 其 中 


5 -4 1 0 2000 
-4 _ . 

k- 6 -4 1f, >y 0200 
1 -4 6 -4 0020 
0 1 -4 5 0001 


初始 向 量 分 别 取 =l 1 1 map -1 -1 二 。 并 讨论 分 别 选取 两 种 不 同 的 初始 


向 量 时 逆 选 代 法 的 收敛 情况 。 
5-11 设 方程 组 4x=b， 其 中 4 为 对 称 正定 和 矩阵， 迭代 公式 A =x olb- At), (p 
k=0,1,2,…) 。 斌 证明 : 当 0<w<2/ 有 8 时， 上 述 迭 代 法 收敛 (0<cs4C<P)。 
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模 态 分 析 的 目的 是 要 找 出 结构 的 固有 特性 ， 把 握 了 结构 的 固有 特性 ， 就 能 从 
根本 上 了 解 一 个 系统 在 外 界 激励 下 所 表现 出 来 的 动力 特性 。 从 这 一 章 开始 ， 介 绍 
另 一 种 确定 系统 固有 特性 的 方法 。 与 系统 固有 特性 有 关 的 参数 ， 如 模 态 振 型 、 模 
态 刚度 、 模 态 质 量 、 模 态 阻 尼 等 ， 是 系统 的 模 态 参数 ， 参 数 辨 识 的 任务 即 是 确定 
一 些 或 全 部 的 系统 模 态 参数 。 

传递 函数 的 概念 是 从 自动 控制 的 理论 中 引入 的 。 传 递 函数 反映 系统 的 输入 输 
出 关系 ， 从 而 反映 了 系统 的 固有 特性 。 参 数 辨 识 是 从 传递 函数 的 基本 概念 出 发 ， 
通过 输入 、 输 出 的 现象 去 揭示 现象 里 所 包含 的 系统 的 本 质 一 一 系统 的 固有 特性 ， 
这 就 是 参数 辨识 的 任务 。 

本 章 从 单 自 由 度 系 统 出 发 ， 首 先 介绍 一 些 基 本 的 概念 ， 然 后 推导 各 种 传递 函 
数 的 表达 形式 ， 建 立 传递 函数 与 模 态 参数 之 间 的 关系 。 这 里 考虑 的 是 有 阻尼 的 一 
般 线 性 系统 ， 并 采用 目前 使 用 较 多 的 假设 阻尼 模型 ， 即 黏 性 阻尼 和 结构 阻尼 。 


62 #FEEH JG # 28 

1. 运动 方程 ( 单 自由 度 系统 ) 

mü + cù + ku = f (6.2.1) 
其 中 x 与 第 2 章 中 式 (2.2.1) 的 定义 相同 ， 表 示 广 义 位 黎 ， 了 为 广义 力 。 

对 于 自由 振动 

mü + cù + ku = 0 (6.2.2) 

设 解 为 
uUu=Ue” ` (6.2.3) 


其 中 ，U 为 与 时 间 无 关 的 振 型 函数 ，s 为 复数 。 
将 式 (6.2.3) 代 入 式 (6.2.1) ， 得 
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(ms? + cs + k)u = f(t) (6.2.4) 
其 特征 方程 为 
ms’ +cs+k=0 (6.2.5) 
如 果 对 式 (6.2.1) 进行 拉 普 拉 斯 变换 得 
(ms? + ces + k)u(s) = f (s) (6.2.6) 
其 中 s 是 拉 普 拉 斯 系数 。 


u(s) = Llu(0)] 
Jf(s)=LLf(0] 
通过 这 个 变换 就 把 求解 微分 方程 式 (6.2.1) 的 问题 转化 为 求解 代数 方程 式 (6.2.6) 的 


问题 。 
对 于 自由 振动 


ms? +cs+k=0 (6.2.7) 
这 就 是 特征 方程 式 (6.2.5) 。 那 么 求解 结构 动力 系统 的 特征 问题 ， 就 是 求解 振动 微 
分 方程 经 拉 普 拉 斯 变换 后 的 齐 次 代数 方程 的 根 。 这 两 个 根 是 


2 
Ve” — 4km . 
a =- EO ét jay- E? (6.2.8) 


2m 2m 


其 中 a= jÉ 


_ e ¢ _ c 
Co 2Viaz 2moo 


s s, 为 共 箔 复数 ， 其 实 部 为 衰减 因子 ， 反 映 系统 的 阻尼 ， 虚 部 表示 有 阻尼 系统 的 


(6.2.9) 


固有 频率 。 

下 面 介 绍 几 个 基本 概念 ， 只 讨论 上 <1 欠 阻尼 的 情况 。 
2. 基本 概念 

D 动 刚度 


在 式 (6.2.6) 中 可 以 看 到 (ms* + cs + k) 与 u(s) 成 反比 , 因而 它 具 有 刚度 的 意义 。 
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2) 机 械 阻 抗 
动 刚 度 又 称 为 机 械 阻 抗 。 由 于 它 具 有 阻 赴 系统 振动 的 特性 ， 因 此 称 为 系统 的 
机 械 阻 抗 (这 个 概念 来 自 于 电学 中 的 阻抗 ) 。 若 用 Z(s) 表示 阻抗 ， 则 有 


Z(s) = ms2 + cs + k (6.2.10) 


3) pi AA 
传递 函数 又 称 机 械 导 纳 ， 简 称 导 纳 。 导 纳 的 意义 与 阻抗 刚好 相反 。 
1 


— (6.2.11) 
ms” +cs+k 


H(s)= 


X(s)= H(s): f(s) 


由 于 五 (s) RET RAKAA SS IH 4536 S 3, EE H (s) 叫做 传递 函数 ， 
又 由 于 XX(s) 5 H(s) EREK, AmE AE H(s) 作为 导 纳 的 含义 ; 由 于 
X(s) 的 物理 意义 是 位 移 ， 因 而 五 (s) 称 为 位 移 导 纳 。 

4) 频 响 函数 

如 果 对 式 (6.2.1) 进行 傅 里 叶 变 换 , 那么 将 得 到 相同 的 结果 , 不 同 之 处 只 是 将 s 
用 jw 代替 ， 所 以 


Z(@) = —@2m + jc + k (6.2.12) 


1 


— (6.2.13) 
—@“ m + JOc + k 


H(@)= 
HP H (o) 称 为 频 响 函数 。 
频 响 函数 是 复数 ， 其 实 部 、 虚 部 分 别 为 


—2 
HR 1 1l—@ 
(0) = | 1O =| (6.2.14) 


1 -240 
HE =| “°° 
e) (|= =: (6.2.15) 


2 
+ 


Pasa (6.2.16) 
GO, 
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为 频率 比 。 


5) 动 柔 度 
由 于 位 移 导 纳 、 传 递 函 数 及 频 响 函数 都 具有 柔 度 的 性 质 ， 故 又 称 为 动 柔 度 。 


63 结构 阻尼 系统 
1. 运动 方程 
mü + ku + jgku = f 


mi +(1+ jg)ku = f , j= V-1 (6.3.1) 


对 式 (6.3.1) HITA EAERI 


| ms? +(I+ jg)k |u(s) = f(s) (6.3.2) 
其 中 (+ jg)k 为 复 刚度 。 
传递 函数 为 
1 
H(y=— — .3. 
(s) ms? + (T je (6.3.3) 
频 响 函数 为 
1 
Hl(@)=— .3. 
(œ) -@°m+ (1+ jg)k (6.3.4) 
其 实 部 与 虚 部 分 别 为 
R _ 1 1-2 
Hio = L = | (6.3.5) 
H! -ll -8 _ (6.3.6) 
(@) k (1-5? + g2 3. 


将 式 (6.3.4) 与 式 (6.2.12) 比较 , 只 需 将 245 与 8 互 换 即 可 得 到 各 自 的 频 响 函数 
表达 式 。 
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2. 阻抗 与 导 纳 的 关系 

1) 导 纳 的 其 他 形式 

无 论 是 导 纳 或 是 阻抗 反映 的 都 是 输入 -输出 关系 , 不 仅 位 移 与 输入 有 关系 , 而 
且 速 度 、 加 速度 同样 可 以 用 传递 函数 来 建立 它们 与 输入 的 关系 。 

(1) 位 移 关 系 : 


u(s)= Ha(s)f(s), u(@)= Ha(@)f (0) (6.3.7) 
(2) 速度 关系 : 
v(s) =H,(s)/(s), v(@)=H,(@)f(@) (6.3.8) 
(3) 加 速度 关系 : 
a(s)=H,(s)f(s), a(@)= H,(o)f(e) (6.3.9) 
对 简 谐 激励 
H,(@)=joH,(0)= CoH o=- H0) (6.3.10) 


2) 阻抗 的 其 他 形式 
上 述 三 种 导 纳 的 倒数 分 别 对 应 三 种 阻抗 。 
(1) 位 移 阻 抗 又 称 为 动 刚度 : 


Z,=— 
a H, 


(2) 速度 阻抗 又 称 为 机 械 阻 抗 : 


因此 
1 


1 
Z,=—Z,=—Z; (6.3.11) 
QO 


a jo 
3) 元 件 的 导 纳 与 阻抗 
一 个 复杂 的 弹簧 -质量 系统 可 以 通过 分 析 元 件 的 传递 特性 来 获得 系统 的 传递 
特性 。 现 将 一 级 标准 的 元 件 特 性 列 于 表 6.3.1。 
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表 6.3.1 元 件 的 导 纳 与 阻抗 


元 件 Za Ha Z, H, Za H, 

l k jw — o 

线性 弹簧 k 元 m. n 二 -2 
: l 1 e jø 
黏 性 阻尼 joc joc c - m > 
刚体 质量 z -于 jem 一 m L 
Jas 一 人 m om jom m 

: 1 kg o kg ja? 

结构 阻 ki = = — — 一 一 
告 构 阻尼 JE jkg w kg ja? kg 


64 单 目 由 度 系统 频 响 函数 分 析 ( 曲 线 分 析 ) 


频 响 函数 H (o) 是 频率 的 函数 ， 它 是 一 个 复数 ， 可 以 由 模 ( 幅 值 ) 及 相位 来 表 
示 ， 还 可 以 由 实 部 及 虚 部 来 表示 ， 也 可 以 由 复 平 面 上 的 一 个 矢量 来 表示 。 由 于 
H(@) 实际 上 是 反映 了 一 个 系统 的 特性 (传递 特性 ) ， 了 解 它 随 频率 变化 特性 的 目 
的 是 为 了 通过 它 对 系统 进行 参数 辨识 。 下 面 主要 从 三 个 方面 进行 分 析 。 

(1) WME: IH |-o, RIRH) 的 幅 值 随 频率 的 变化 ，。 

相 频 图 : Ou- ZIR Ho) 的 相 角 随 频 率 的 变化 。 

(2) 实 频 图 : H-0, Fb H(ao) 的 实 部 随 频 度 的 变化 。 

虚 频 图 ，H'-w， 反 映 H (an 的 虚 部 随 频率 的 变化 关系 。 

(3) 矢 端 轨迹 图 :反映 了 在 实 部 与 虚 部 构成 的 复 平面 上 及 (w) 矢量 的 端点 随 
频率 变化 的 轨迹 。 


1. 幅 频 图 
如 图 6.4.1 所 示 ， 对 于 结构 阻尼 
1 
[五 (OF 一 天 一 一 一 一 (6.4.1) 
k Jü @2)2 +g? 
讨论 : 


(1) 当 @=0 时 ， 有 
1 1 


IH(e)FF——— (6.4.2) 
k yl +g’ 


对 于 一 般 的 金属 结构 ，g =0.01~0.08。 
l+g° z1 


KODE (6.4.3) 
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图 6.4.1 幅 - 频 特性 图 


因此 曲线 在 w 一 0 时 ，| 万 (@)| 玉 Kk， 在 1/k 处 曲线 有 一 条 渐 近 线 ，Wk 对 应 于 弹 
答 元 件 的 导 纳 。 此 时 作用 在 系统 上 的 外 力主 要 由 弹 针 力 来 平衡 ， 系 统 的 总 刚度 接 
近 于 弹簧 的 静 刚 度 , 这 就 是 系统 的 低频 特性 , 其 中 | 五 (w)|= k 称 为 弹簧 的 导 纳 线 ， 
与 @ 无 关 。 

(2) 当 w< ow 递增 时 ，| 五 (w)| 也 递增 。 

(3) 当 w=w,， 即 当 6=1 时 ， 有 


Hol (对 应 结构 阻尼 ) 


1 


1 — 
HO a 


=|H(e)| TARERE) 


这 时 幅 值 达 极 大 ， 也 就 是 共振 一 一 位 移 共振 。 此 时 系统 的 惯性 力 与 弹簧 力 相 
平衡 ， 外 界 激励 力 与 阻尼 力 相 平衡 。 阻 尼 对 一 个 系统 的 贡献 主要 表现 在 对 共振 的 
抑制 ， 这 时 频 响 函 数 对 应 着 阻尼 导 纳 。 

(4) 32> o BR. o — of, [H(@e)| FEE, FE 


[HS + 0 
om 


以 质量 导 纳 作为 渐 近 线 。 此 时 ， 系 统 的 激励 力主 要 由 惯性 力 平衡 。 这 就 是 系统 的 
高 频 特 性 。 

(5) 基 架 线 。 在 振动 分 析 中 ， 常 常 将 幅 频 图 用 地 数 坐 标 来 表示 ， 即 
lg| 石 (@)|-lgw 图 ， 如 图 6.4.2 所 示 。 在 此 图 中 : 刚度 导 纳 线 、 质 量 导 纳 线 、 阻 尼 
导 纳 线 均 成 为 直线 。 对 于 无 阻尼 系统 ， 刚 度 线 与 质量 线 的 交点 对 应 系统 的 固有 频 
率 。 对 于 一 个 实际 的 系统 ， 当 这 三 线 确 定 以 后 ， 其 幅 频 曲 线 的 变化 趋势 也 就 明确 
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了 ， 而 且 还 可 以 从 中 辨识 系统 参数 。 所 以 这 三 线 称 为 基 架 线 ， 它 们 反映 系统 的 传 


WOIOIIIÇT 
IgiH(o)| 
— 
lgwo lgo 
图 6.4.2 ”对 数 幅 - 频 图 
2. 相 频 图 
在 图 6.4.3 中 
H! (o) | g J 
Ø, =arct = arct 一 .4. 
yy arctan RO) arctan| 于 2 (6.4.4) 


Dy 


„N 


图 6.4.3” 相 - 频 特 性 图 
讨论 : 
(1) 当 z=0 时 ，@, =0; 
(2) 5 5=1if, y = -90"， 系 统 处 于 相位 共振 状态 ; 
(3) 306>1— e kt, @; =-180 ， 阻 尼 越 大 在 固有 频率 附近 曲线 斜率 越 小 。 
3. 实 频 图 与 虚 频 图 


_ 2 
H? (o) -| (结构 阻尼 ) (6.4.5) 


(-@2)2 +g? 
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二 2 
HR -1 = lo 和 I 
(e)=— f = oo | (#HPEEB JE) (6.4.6) 
Ko- -8 | (SK 
H (e)=— F D ss | (结构 阻尼 ) (6.4.7) 
Hl(oy= L —2¿@ ; 
(e)=— K = Gss | (REPERE) (6.4.8) 


1) 分 析 实 频 图 6.4.4 (a) 
(D 当 6=0 时 ，HR =1/[K(1+g?)]x1/k ， 实 频 图 的 起 始 线 为 弹簧 导 纳 线 。 


(b) 
E 6.44 KARS EAE 
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(2) 当面 =1 时 ，HR -0， 系 统 处 于 共振 状态 时 ， 频 响 函数 的 实 部 为 0。 
(3) 当 5>1 且 5 了 ww 时 ，HR(m)<0,， WHH? >. 
(4) 在 面 =1 的 附近 ，HR(w) 存 在 两 个 极 值 。 令 3HR(wm)/85=0， 可 求 得 两 


个 频率 。 
对 结构 阻尼 有 
ñ= VFg 1s7g (6.4.9) 
4 @ = @,> Bf 
Ra 10:29) -+ l (6.4.10) 
Maay {a-dFgjP+s2? 2kg 
HAEREA 
D =V1F 2E = té (6.4.11) 
rR 1 
Hi, = ENET (6.4.12) 
(5) 半 功 率 带宽 是 标准 半 功 率 点 ， 而 半 功 率 点 的 概念 在 下 面 解释 。 
_ _ [z (结构 阻尼 ) 
-ő -ð= 6.4.13 
2o50 -0 B TENUE) (64.13) 
2) 虚 频 图 6.4.4 (b) 
(1) 3 @ = 0 时 
Hi(@)=— £ £ 6.4.14 
(o) kGa+g2) k ( ) 
(2) 当面 =1 时 ， 有 1'(@) 达 极 大 值 ， 系 统 处 于 共振 状态 
H!'(@)| =- 1 (而 此 时 HR =0) 
max kg 
(3) 306 =Q. Pr, EFIR AKERE 
Hou(@)=— £ ol (6.4.15) 


4 人 -dg +g’) 2kg 


可 见 半 功 率 点 处 频 响 函数 的 虚 部 正好 等 于 其 最 大 值 的 一 半 。 注 意 半 功率 点 处 
频 响 范 数 的 幅 值 并 不 等 于 其 最 大 值 的 一 半 。 
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2 
2 2 1 1 
[Ma0 l= (o) + (a0) -起 o 
1 1 1 
=—| — =—IH =0.707| H 6.4.16 


4. 频 响 函数 的 矢 端 轨迹 图 

前 面 已 经 指出 ， 频 响 函 数 Ho) 作为 复数 可 以 用 一 个 由 它 的 实 部 和 上 庶 部 所 组 
成 的 复 平面 上 的 矢量 来 表示 。 需 要 进一步 指出 ， 它 是 随 w 变 化 的 旋转 矢量 。 同 时 
还 可 以 证 明 ， 对 于 结构 阻尼 系统 ， 其 频 响 函 数 的 矢 端 迹 为 一 个 圆 ， 而 对 于 黏 性 阻 
尼 而 言 ， 虽 也 旋转 ， 但 不 形成 一 个 贺 ， 如 图 6.4.5 所 示 。 


图 6.4.5 结构 阻尼 系统 的 矢 端 轨 迹 图 


1) 结构 阻尼 系统 


2 
[BR (oy]2 + G (@w) + 去 | 


-207 ， Ë H'(0) _1 
ka-a + g2Ë KP- oy +g’ F kg 4k’ g? 


1 —1 1 
= + ponn 
K-87 +g] PA- +g] 4kg? 
2 
EPEN f (6.4.17) 
2kg 
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式 (6.4.17) 恰好 是 一 个 圆心 为 (0,—1/(2ke)) ， 半 径 为 1/(2kg) HASE. KARA 
Nyguist 圆 或 导 纳 圆 。 

下 面 就 对 这 个 圆 进 行 几 点 讨论 。 

(1) 圆 的 起 始点 不 在 坐标 原点 。 当 中 =0 时 ， 实 错 部 分 别 为 


1 


1 
R -~ 
H l  kü+ 82) k 
H! _ £ ~ 8 
(o) m k(tg’) K 


HIFA 
m= arctan(—g) 
(2) Xoz: @=1BF, Bi EIB HI 
H? (@)=0, H!'(e)= H! (e)| -1 
max kg 
因 些 ， 该 圆 与 纵 坐 标的 交点 所 对 应 的 频率 即 为 系统 的 固有 频率 。 通 过 这 个 图 也 可 
辨识 系统 的 参数 。 

(3) Nyguist AHEZA Ho) 的 最 大 值 ， 半 径 为 8*(w) 的 最 大 值 。 

(4) 水 平 直径 线 与 加 的 两 个 交点 代表 实 部 的 极 大 值 和 极 小 值 ， 相 应 的 频率 点 
Ho, an, 它们 的 频率 差 即 为 半 功 率 带 宽 ， 反 映 系 统 阻 尼 大 小 。 在 半 功 率 点 处 ， 虚 
部 值 为 2 息 ， 即 圆 的 半径 。 

(5 等 间隔 的 频率 点 在 圆 上 所 占 的 弧 长 As 不 等 ， 所 对 应 的 圆心 角 Ac 也 不 
等 。 在 固有 频率 点 附近 ，As/Aw 值 最 大 。 当 Aw 0 时， 在 固有 频率 点 处 ds/dw 达 


极 大 值 。 
证 在 图 6.4.6 H, [a| HA BR 4028 ya Og Vp, AO = Wp — Og’ 两 点 弧 长 及 对 


应 圆心 角 分 别 为 As ,Aa 。 
令 Aw 一 0 那么 


ds = Rda = R.2dg9y = mu 


由 于 
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1 -g gdo’ 
d =— d = 一 -一 一 
Pu | -g | (5) (l-5 F + g2 
1+ — 
1- ö 
因此 
1 gda’ 
ST L2 2 
kg -0Y +g 
(6.4.18) 
do” k- yY +g] 
又 因为 | 
ds _ ds 
dö 2ödö 
那么 
人 25 (6.4.19) 


do KPT [0-5 +g] 


观察 式 (6.4.19) 可 得 , 46 = 11, ds/do 最 大 。 再 者 ,可 以 将 式 (6.4.19) 对 而 求 
一 次 导 并 令 其 等 于 0， 可 得 到 极 值 点 ， 即 ds/d5 最 大 所 对 应 的 频率 也 应 是 o, 。 
2) 壬 性 阻尼 系统 


RCo) = 1- 可 (6.4.20) 
k[( -17) +2457] 
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I = -2 — (6.4.21) 
H (0) S a + 
[HZ (o) +| H'(@)+ l f 十 | (6.4.22) 
Aké 4kED 


由 式 (6.4.22) 可 以 看 到 圆心 (0,-1/(4kEFw)) 及 半径 1/(4kEZ) 都 随 5 变 化 ， 因 而 
Nyguist 图 不 再 保持 为 一 个 圆 ， 而 是 呈 桃 子 形 (图 6.4.7) 。 
上 越 小 ， 轨 迹 圆 越 大 ，“ 越 大 ， 轨 迹 圆 越 小 ， 当 纤 很 小 时 ， 轨 迹 接 近 正 圆 。 
(1) 当中 =0 时 ， 矢 量 从 实 轴 上 JE 处 开始 ， 随 着 频率 中 增 大 向 顺 时 针 方向 转 
动 。 
Ho) 


图 6.4.7 #hFEEH JE # 69 mD E 
(2) Xo- 1F2ë (或 而 =VIT2E ) 时 ，HR(w) 达 极 值 。 


R 
Hl(w 四 | = -as =J1- (6.4.23) 


H? (w) 


1 
极 小 = AMEE0T 司 ? 1+ 2¿ (6.4.24) 


极 大 值 与 极 小 值 的 差 为 
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1 1 
HE lgx H" lr = = (6.4.25) 
对 小 阻尼 情况 ， 则 为 12Ke 。 由 此 可 见 刚度 上 及 阻尼 比 上 越 大 ，Nyguist 图 的 
尺寸 越 小 ， 反 之 亦 然 。 | 


G) 46= J1- 2223 时 ， 


I -1 .1 
e). E 1 - 22 
3 
应 特别 注意 的 是 ， 极 大 值 不 再 出 现在 圆 与 纵 坐 标的 交点 处 。 
(4) 当 # 一 0 时 ， 于 (oj| 一 (2k) ， 相 应 地 四 = wo， 这 时 庶 部 极 大 值 对 
应 于 固有 频率 。 


另外 ， 对 于 秋 性 阻尼 系统 ， 尽 管 不 是 圆 ， 但 是 在 固有 频率 附近 ， 曲 线 接近 圆 ， 
仍 可 利用 圆 的 特性 。 
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6.4 节 讨 论 了 单 自由 度 系统 的 频 响 函 数 特 性 ,它们 虽然 是 最 简单 的 ， 然 而 却 都 
是 最 基础 、 最 重要 的 ， 是 进一步 分 析 多 自由 度 系统 的 基础 。 

为 明了 起 见 ， 先 从 两 自由 度 出 发 ， 然 后 推广 到 多 自由 度 系统 。 

多 自由 度 系统 又 可 按照 约束 情况 分 为 两 大 类 : 一 类 是 有 边界 约束 ， 称 为 约束 
系统 (如 一 般 的 工程 结构 );， 另 一 类 是 无 边界 约束 ， 称 为 自由 系统 。 


1. 约束 系统 
图 6.5.1 为 两 自由 度 无 阻尼 约束 系统 示意 图 。 


(6.4.26) 


图 6.5.1 二 自由 度 无 阻尼 约束 系统 
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1) 运动 方程 与 频 响 通 数 
mi) + kyu -ku = fi 


m,i, + ku, — k (u — u>) = fo 


写成 矩阵 形式 为 
[m][š]+[z][#]= [7] (6.5.1) 
其 中 
om 0 | 有 k 
四 -| | -| | 
响应 为 
u 
[u]= u, 
输入 为 
A 
| 人 
作 傅 里 时 变换 得 
( 轨 -o2[mj[xo]=[7oj] (6.5.2) 


在 单 自由 度 系 统 中 ，k 一 wm 是 动 刚度 ， 具 有 刚度 的 性 质 ， 即 阻碍 系统 的 运 
动 ， 对 于 同样 的 激励 ， 它 越 大 响应 越 小 ， 因 此 又 叫 阻 抗 。 
多 自由 度 系统 即 是 阻抗 矩阵 
k -om -k 


(6.5.3) 
-k (k, + k,)— o°m, 


| 


系统 的 频 响 函数 为 阻抗 矩阵 的 逆 阵 : 
[H(e)] =[Z(e)[ = adj[Z(@)]/ det[Z(@)) (6.5.4) 


对 于 二 维系 统 ， 其 伴随 矩阵 及 其 行列 式 是 极 易 求 得 的 
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_ 02 k 
az“ +k,)—@“m, 1 | 
k, ki- om, 
det[Z] = (k — @2m,)(k, + k, — Ə2m,) — ke 
因此 ， 对 二 维系 统 易 知 


k +k, — om k 
k k, -om 


Hlo = — -一 6.5.5) 
l Om +k om) k ( 
进一步 可 写成 
Hii(@) Hp) 
H(oy]=| 1 12 (6.5.6) 
Eo ps HA 


其 中 每 一 个 元 素 都 有 其 特定 的 物理 意义 ， 在 系统 传递 特性 中 起 不 同 的 作用 。 
EX Hpo) 351 点 对 第 p 点 输入 的 频 响 函 数 。 当 1=p 时 , 称 为 原点 频 响 
RAG zp 时， 称 为 跨 点 频 响 函 数 。 
H,,(@)= H ,(@) 即 频 响 函 数 具 有 互 换 性 。 
与 单 自由 度 系统 的 分 析 方法 一 样 , 下 面 通过 作 图 来 分 析 频 响 函 数 的 幅 频 特性 。 
2) 幅 频 特性 图 


2 
k. +k, 一 包 M 


H =—— T S (6.5.7) 
n) (kı + k, -@°m, Xk -0°m)-kf 
(1) 当 w=0 时 
ktk, A 1 
|H (e@À)|=——— kk, ko 
其 中 
kik, 
aras (6.5.8) 
为 零 阶 等 效 刚 度 (或 相当 刚度 ) .可 见 , 33 o — 0 hf, H lo) 以 零 阶 等 效 刚度 线 1/ko 
作为 起 始 渐 近 线 。 


2) #eo— ou 时，Pi(o) 一 co ， 系 统 进入 共振 状态 。 相 应 的 频率 称 为 第 1 
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阶 共振 频率 。 固 有 频率 即 特征 方程 的 根 ， 令 [7(@)] 的 分 母 为 0， 即 可 得 到 的 特征 


根 
h k ub) [hk h ub) í h ub 
m m m, J Vm m m, m, m, 
对 于 两 自由 度 系 统 有 两 个 共振 频率 ， mn) 为 第 1 阶 共振 频率 ， o 为 第 2 阶 
共振 频率 。 在 共振 处 ， 满 足 如 下 关系 式 : 


2 -1 


6.5.9 
OR1,2 2 ( ) 


k k 
og = R m= (6.5.10) 
Mey ORI 


其 中 , ma 为 第 1 阶 等 效 质量 或 相当 质量 , 此 时 在 图 6.5.2 上 , 零 阶 等 效 刚度 线 We 
与 第 1 阶 等 效 质量 线 ]( wsio? ) 相交。 当 w > oa 时 ， 频 响 函数 趋 于 第 一 等 效 质量 
G) 5a = (k +k,)/m, 时 ， 瓦 io)=0。 此 时 的 频率 称 为 反共 振 频 率 


(6.5.11) 


图 6.5.2 两 自由 度 约束 系统 对 数 幅 频 特性 曲线 
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这 是 多 自由 度 系统 中 非常 重要 的 一 个 概念 。 当 系统 处 于 反共 振 时 ， 质 量 m 的 振幅 


为 零 ， 而 m 的 振幅 不 为 零 ，Hi,, Hy H,, 均 不 为 零 。 
可 见 反 共振 为 系统 的 局 部 现象 ， 而 共振 则 为 系统 的 总 体现 象 。 因 为 共振 时 ， 


系统 各 点 的 振幅 都 达 极 大 值 。 
反共 振 时 ， 有 
oh = eL (6.5.12) 


其 中 大 为 第 1 阶 等 效 刚度 。 
(4) 图 6.52 中 ,第 工 阶 等 效 质量 线 V(msiw?) 与 第 1 阶 等 效 刚度 线 1/ki 在 wa 
处 相交 。 当 w> wai 后，Hii(@) 又 上 升 ， 并 越过 第 1 阶 刚 度 线 趋向 第 2 阶 共 振 点 。 
(5) 当 w — og, B, H, (06) —  , 38 X 3k A 38 2 阶 共 振 状态 。 相 应 的 频率 
称 为 第 2 阶 共振 频率 。 此 时 满足 


k 
ak, =— (6.5.13) 
m. 


其 中 mm 为 第 2 阶 等 效 质量 。 
由 几 个 交点 的 特点 及 式 (6.5.12) 可 知 


k 
ka = Oka = OAL 一 2 (6.5.14) 
WR1 
因为 在 第 一 个 交点 处 有 
F. 
ko Ma@Rı 
所 以 
k, ok 
el __ CaNeo Al 


(6.5.15) 


m, = = 
Í ORy OR OR? kz 
3 o> oo, Hio) FEE, BJAR 2 MEERY (mo) 为 渐 近 线 并 
趋 于 0。 
3) 小 结 


O 对 于 有 阻尼 系统 可 进行 类 似 地 分 析 。 H (o) 的 幅 频 曲 线 如 图 中 虚线 所 
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示 。 显 然 ， 在 共振 频率 处 ， 幅 值 不 为 无 穷 大 ， 其 值 取决 于 阻尼 的 大 小 。 在 反共 振 
处 ，Hi1(%m) 的 幅 值 亦 不 为 零 。 

(2) 上 述 分 析 可 引伸 到 多 自由 度 系统 。 可 能 推 得 ， 对 于 一 个 N 自由 度 的 约束 
系统 有 N 个 共振 频率 ， 有 N -1 个 反共 振 频率 。 

(3) 对 原点 频 响 函数 而 言 ， 各 阶 共振 、 反 共振 交 符 出 现 ， 即 在 每 一 共振 之 后 ， 
一 定 出 现 反共 振 ， 而 且 对 于 约束 系统 有 先 出 现 共振 再 出 现 反 共振 (依次 发 展 ) 的 规 
律 。 

(4) 对 于 跨 点 频 响 函数 而 言 ， 一 般 无 此 规律 。 

(5) 同 理 可 推 得 多 自由 度 约束 系统 的 原点 频 响 函 数 的 幅 频 图 。 如 图 6.5.3 所 


ligja (ew) 


图 6.5.3 多 自由 度 结束 系统 对 数 幅 频 特性 


2. 自由 系统 
仍然 从 两 个 自由 度 着 手 ， 然 后 将 结论 推广 到 多 自由 度 系 统 。 以 图 6.5.4 为 例 。 
1) 运动 方程 
m,X + kx, — kx, = f, 
| 全 _ bx + ke, = f, (6.5.16) 
其 中 阻抗 矩阵 为 
一 2 一 
za m k | (6.5.17) 
-k  k-œ@’m, 
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5 


l 


£ 


k 
图 6.5.4 两 自由 度 无 阻尼 自由 系统 


k k— @°m, 


频 响 函数 矩阵 为 


= = 6.5.18 
H(e)= lZ) (k — @2m,)(k — o2m,) — k2 | ) 
取 其 中 的 原点 频 响 函数 进行 分 析 ， 得 
k— wm -(k + @2m,) 
H, (o) = ——— = (6.5.19) 
nlo) —k(@?2m +a”m,)+@ mm, o (m +m (kw m.) 
其 中 
m, =- (6.5.20) 
(m + m,) 
2) A 
当中 一 0 时 ， 有 
1 1 
H —— E= ——— cO 
nO Amim) oma 
其 中 


Meo = m, + m, 
为 零 阶 等 效 质量 ， 其 导 纳 为 /(w?m。o) 。 在 对 数 坐标 中 ， 它 是 一 斜率 为 -2 的 直线 。 
因此 ， 当 w=0 时 ， 自 由 系统 以 零 阶 等 效 质量 线 为 起 始 浙 近 线 (这 是 与 约束 系统 的 
第 一 个 区 别 ) 。 此 时 ， 外 界 激励 由 惯性 力 omo 平衡 ， 系 统 产生 刚体 运动 。 
当 名 增 大 时 ，| 到 1(@)| 则 沿 着 零 阶 等 效 质量 线 下 降 ， 直 至 当 w = Jk/m, N, 
Hi1(@)=0， 系 统 处 于 反共 振 状态 。 相 应 的 频率 有 


OA = Vk/m, 
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称 为 反共 振 频 率 。 此 时 ，m 的 位 移 为 零 
当 op = dkm 时 ，| 二 1(@)|》% ， 系 统 达 共 振 状态 。 相 应 的 频率 


Wr = //k / m. 


为 共振 频率 。 对 于 多 自由 度 的 自由 系统 先 出 现 反 共振 再 出 现 共 振 ， 这 是 与 约束 系 
统 的 又 一 个 区 别 。 
>4 o> Op 时 ， 
lH (0) (om 2 1/o2ma 
其 中 mo = m DR 1 阶 等 效 质量 。 在 对 数 坐标 图 中 ，J/{w2mu ) 为 斜率 等 于 -2 的 直 
线 。 可 见 当 w>>@r Mo (Hi 以 高 阶 等 效 质量 线 为 渐 近 线 趋 于 


O(Ig|H I |> -oo) 。 
当 w= oa 时 ， 零 阶 等 效 质 量 线 与 刚度 线 相 交 于 4 点 , 而 当 w= wr 时 ， 刚度 线 
与 高 阶 等 效 质 量 线 交 于 图 中 B 点 。 可 以 证 明 AB 为 水 平 线 。 
证 4 点 满足 
1 1 À 


o (m, +m) 对 + h. 
m, 


B 点 满足 
1 1 1 
一 7 = 一 一 一 一 
CR MI p” k 1+7 
m. . m 


图 6.5.4 中 零 阶 等 效 质 量 线 、 刚 度 线 及 高 阶 等 效 质 量 线 三 条 直线 称 为 基 架 线 。 
它们 相当 于 质量 mo。、 刚 度 上 及 质量 m 的 位 移 导 纳 线 。 


1 1-@ 
IH, (@ k 24 (6.5.21) 
m. 1— OR 
其 中 
P = B= 
4 Oa Or 
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Iglo) 


1/(@ me) 


ØA OR 


图 6.5.4 二 自由 度 自由 系统 对 数 幅 频 特性 


3) 小 结 


(1) 结果 可 以 推广 到 多 个 自由 度 系 统 (N >2)， 如 图 6.5.5 所 示 。 


lelo) 


图 6.5.5 多 自由 度 自 由 系统 对 数 幅 频 特 性 


(2) 对 自由 系统 ， 首 先 出 现 反共 振 点 ， 其 次 是 共振 点 ， 最 后 共振 与 反共 振 交 
替 出 现 。 

G) 约束 系统 是 先 出 现 共 振 再 出 现 反 共振 ， 且 awRl<@n<@OR?<OA2<…。 

对 于 N 维 约束 系统 有 N 个 共振 频率 ，N -1 个 反共 振 频率 ;对 于 六 维 自由 系 
统 有 NN -1 个 共振 频率 ，N -1 个 反共 振 频 率 。 
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66 ” 模 态 参数 辨识 的 基本 方法 


模 态 参数 辨识 是 系统 辨识 的 一 个 方面 。 若 用 模 态 参数 来 描述 系统 的 特性 ， 系 
统 的 参数 为 模 态 参数 ， 这 时 的 系统 办 识 称 为 模 态 参 数 辨 识 。 模 态 参 数 辨 识 方法 很 
多 ， 本 节 主要 介绍 单 点 激励 频 域 模 态 参数 辨识 方法 即 对 结构 上 某 一 点 激励 ， 同 时 
测 得 激励 点 及 响应 点 的 时 域 信号 ， 经 A/D 转换 与 FFT 变换 ， 变 成 频 域 信号 ， 然 
后 对 频 域 数字 信和 号 进行 运算 ， 求 得 频率 响应 函数 (简称 频 响 函数 ) ， 再 按 参 数 辨识 
方法 辨识 出 模 态 参数 。 

由 于 频 域 参数 辨识 方法 很 多 , 为 此 仅 介绍 目前 常用 的 几 种 方法 , 供 读者 参考 。 


1. 分 量 分 析 法 
所 谓 分 量 分 析 方法 就 是 将 频 响 函数 分 成 实 部 分 量 及 虑 部 分 量 进行 分 析 。 


D) 基本 公式 
对 一 个 具有 NW 自由 度 的 结构 阻尼 系统 ， 在 p 点 激励 ，! 点 测量 响应 的 实 模 态 


频 响 函数 表达 式 可 表示 如 下 : 
1| 1-5 ， -8 

MO- > +g Jay | (66.0 
HP, Ko 5K, (OrPo) 为 第 r 阶 等 效 刚度 ，g, 为 第 r 阶 模 态 结构 阻尼 比 ， 云 .为 
频率 比 或 相对 频率 6 = w/w, 。 当中 趋 近 于 某 阶 模 态 的 固有 频率 时 ， 该 模 态 起 主导 
作用 ， 称 为 主导 模 态 或 简称 主 模 态 。 在 主 模 附 近 ， 其 他 模 态 影响 较 小 。 若 模 态 是 
稀薄 的 ， 则 其 余 模 态 的 频 响 函数 值 很 小 ， 且 曲线 比较 平坦 ， 即 几乎 不 随 频 率 而 变 
化 ， 因 此 其 余 模 态 的 影响 可 用 复 常 数 来 表示 ， 对 第 7 阶 模 态 式 (6.6.1) 近似 表示 成 


一 2 
a sr (6.6.2) 
已 p( 吏 的 实 部 与 虚 部 可 表示 如 下 : 
R 1 1-5 R 
Hy 四 -区 | (6.6.3) 


一 1 -g 
HL (= —!| —— $ |+H! (6.6.4) 
? | 
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其 中 ，H2R ,Hl 为 剩余 模 态 的 实 部 与 虚 部 。 

2) 实 频 图 与 虚 频 图 

由 于 剩余 模 态 与 @ 无关 ， 故 在 实 、 虚 频 图 上 相当 于 把 横 坐 标 平 移 一 段 距离 
(图 6.6.1) 。 此 平行 线 又 名 剩余 柔 度 线 。 

3) 模 态 参数 的 确定 

A. 固有 频率 的 确定 。 

固有 频率 可 从 实 频 曲 线 与 剩余 柔 度 线 的 交点 来 确定 ， 此 处 五 =1， 亦 可 由 虚 
频 曲 线 的 峰值 所 对 应 的 频率 来 确定 。 用 虚 频 曲线 的 峰值 确定 o, 较 好 ， 因 为 峰值 较 
尖 ， 容 易 确定 。 此 外 ， 剩 余 柔 度 的 尺寸 对 峰值 所 对 应 的 频率 无 影响 。 

B. 确定 阻尼 比 g, RE 

阻尼 比 系数 可 由 半 功 率 带宽 Aw, 来 确定 。 由 图 6.6.1 可 得 


AG, = ë, — ë, 
对 结构 阻尼 系统 ， 其 阻尼 比 系数 为 
g, =40, 或 g, = “2 (6.6.5) 
IREME, HEKRA | 
£ = = 或 = (6.6.6) 


r 


C. 确定 模 态 振 型 。 
由 式 (6.6.4) 知 ， 对 主 模 态 而 言 (不计 剩 余 柔 度 ) 4g =1 时 ， 有 


Oy Pp 
K,8, 
分 别 测 出 结构 上 各 点 的 Hpo) 值 (1=1,2,…,L)， 则 可 得 第 r 阶 模 态 的 振 型 系 
数列 阵 为 


H (©=1)= (6.6.7) 


H, (e = D Pir 


r H! © = 1 r 
| HD 9 | Px (6.6.8) 
: K,g,| : 


H; (©=1) ba Prr Jr 


|H=] 
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HE (oAmN) 


Cj(rad/s) 


(a) KAE 


w/(rad/s) 


Hy(a) /(m/N) H 
O O, Oh | 


(b) 虚 频 图 


图 6.6.1 第 ” 阶 模 态 的 频 响 函 数 


对 x 阶 模 态 ， 当 采用 单 点 激励 时 ，g,, /(K,g,) 为 常数 。 因 此 ，| Hy 6= D] 


可 代表 模 态 振 型 ， 因 为 振 型 只 是 反映 振动 形状 ， 与 振动 大 小 无 关 。 故 常 取 妇 一 化 
后 振 型 列 阵 ， 常 用 的 归 一 化 方法 是 对 激励 点 归 一 化 ， 即 取 原 点 pr =1， 则 


(6.6.9) 


t= p] __ 1 
ERG T D], ` K,g, l], pa 
对 顾 性 阻尼 系数 ， 上 述 公式 也 适用 ， 只 需 把 g HR 2 。 


D. RARE. 
在 而 =1 时 ，p KAD 1 点 响应 的 频 响 函 数 ， 第 x 阶 的 值 可 用 式 (6.6.7) 表 示 
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PRERA p 的 频 响 函 数值 ， 旦 对 原点 归 一 化 ， 则 结构 阻尼 系统 第 + 阶 的 模 态 
刚度 K, 可 表示 为 
1 


K, = ITL n (6.6.10) 


同 理 ， 黏 性 阻尼 系统 的 第 阶 的 模 态 刚度 为 


天 ,= l 


„=-= (6.6.11) 
H p (8 = )2š, 


必须 指出 ， 模 态 刚 度数 值 与 归 一 化 有 关 ， 不 同 归 一 化 有 不 同 的 模 态 刚度 。 
E. 模 态 质量 。 
mM -£ 


r 2 
y 


@ 


(6.6.12) 


由 此 ， 全 部 模 态 参数 均 可 求 得 。 

4) 分 量 分 析 法 的 特点 

(1) 简单 方便 ， 当 模 态 密度 不 高 时 ， 具 有 一 定 的 精度 。 在 模 态 测试 时 ， 当 信 
号 分 析 仪 具有 频 响 函数 的 实 频 、 虚 频 图 的 分 析 能 力 时 ， 直 接 就 可 读 取 模 态 参数 。 

(2) 只 有 用 峰值 点 的 频 响 函数 信息 才 可 确定 模 态 参数 ， 当 峰值 点 有 误差 时 ， 
便 直 接 影 响 辨识 精度 。 由 于 它 利用 的 信息 量 少 ， 因 此 识别 精度 有 限 。 

(3) 模 态 密集 时 ， 用 半 功 率 带宽 来 确定 模 态 阻尼 ， 误 差 较 大 ， 且 这 时 邻近 模 
态 的 影响 已 不 能 简单 地 用 一 复 常 数 来 表示 ， 因 此 辨识 精度 受到 影响 。 

2. 导 纳 圆 辩 识 方法 

这 是 一 种 比较 经 典 的 方法 。 许 多 动态 信号 分 析 仪 在 频 响 函数 测量 后 都 能 显示 
Nyguist 图 ， 也 就 是 导 纳 圆 图 ， 所 以 它 也 是 比较 直观 的 方法 。 对 单 自由 度 系 统 或 模 
态 硝 合 不 很 紧密 的 多 自由 度 系统 ， 这 种 方法 能 取得 比较 满意 的 结果 。 

A (5.4.17) 已 证 明 , 对 具有 结构 阻尼 的 单 自 由 度 系统 , 其 位 移 导 纳 在 复 平面 上 
构成 一 个 圆 。 对 乎 性 阻尼 单 自 由 度 系 统 ， 若 阻尼 系数 较 小 ， 其 频 响 函数 矢 端 轨迹 
近似 为 圆 。 在 实际 工程 应 用 中 ， 大 多 数 结构 都 是 多 自由 度 系统 ， 为 此 可 在 某 阶 模 
态 频 响 函数 共振 峰值 附近 选取 6~10 个 频率 点 ， 即 所 谓 截 取 某 阶 模 态 为 单 模 态 系 
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统 ， 从 而 应 用 导 纳 圆 理论 。 

即使 对 于 单 自由 度 系统 ， 由 于 模 态 测试 等 方面 不 可 避免 的 误差 ， 频 响 函 数 天 
端 轨迹 不 一 定 都 落 在 理论 圆 上 。 为 此 ， 必 须 找 出 一 个 理论 圆 ， 使 此 圆 凸 各 相应 点 
的 数值 与 实测 值 之 间 的 误差 最 小 ， 即 采取 所 谓 曲 线 拟 合法 。 

$ 至 (w)=x，Hyp(wm)=y， 则 理想 圆 的 方程 式 为 


(x-xm) +(y-») = R2 (6.6.13) 


EP, x,y JELLER, RAAF: x,y 为 圆周 上 各 点 的 坐标 。 设 实测 数据 
点 的 坐标 为 xx , yx ， 它 们 不 一 定 在 加 上 。 因 此 ， 若 用 xx RE x, ye RE y RA 
式 (6.6.13) 则 必然 引起 偏差 


(xx -x7 + (yk —yo) +R 


其 偏差 值 为 
ek = (xg —xo)° + (yx 一 0) -R? 

Ep 

eg = x + yk —2xoXg —2yoyg +X + y — R? (6.6.14) 

令 

a=—2x0， b=—2y0， c= xà + y — R2 

并 代入 式 (6.6.14) 得 
ex = xç + +axk +byg +c (6.6.15) 


用 固有 频率 附近 所 取 的 全 部 测试 频率 下 的 误差 平方 和 来 构造 目标 函数 ， 并 使 
它 最 小 ， 即 


_ 2 ， ,2 2 
E= (< + yk +taxg + byx +c) (6.6.16) 


FU 


其 中 ，m 为 测量 频率 数 。 
要 使 上 述 误 差 为 最 小 ， 必 须 满 足下 列 关 系 式 : 


95 .0350 35- 
Ba 6 O Oc 
由 此 可 得 下 列 方程 组 : 
25a} +y% +axg +byg +c)xg = 0 (6.6.17) 


K=1 
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227 GK t yk +axg +byg +c)yz =0 (6.6.18) 
K=1 
25 ` G +k +axk +byg +c)x1=0 (6.6.19) 
K=l 
写成 矩阵 形式 为 
> X 2 xk yk > x] a -> (xk +xkyk) 
22k Pyk Dvr ||b|=|-X aye +y) (6.6.20) 
2 2 m Jle] | -Zer 


由 上 述 方程 即 可 求 得 a,b,c 三 个 系数 ， 从 而 求 得 拟 合 圆 的 圆心 坐标 及 半径 分 
IJA 


Xo 三 一 二 (6.6.21) 
2 
b 
» = E (6.6.22) 
2 b 2 
R= (2) + 三 (6.6.23) 


由 此 ， 即 可 作出 导 纳 圆 ， 如 图 6.6.2 所 示 。 从 而 可 以 辨识 模 态 参数 。 对 多 自由 度 系 
统 ， 相 邻 模 态 耦 合 较 松 的 情况 下 ， 忽 略 其 余 模 态 影响 ， 位 移 导 纳 可 像 单 自由 度 系 
统一 样 近似 地 表示 为 


HF (@) 


图 6.6.2 位 移 导 纳 图 
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1] 


Ko -0° + jg,) 


Hp(®) ~ 
HP, Ke 为 第 > 阶 模 态 等 效 刚度 ， 其余 参数 为 第 x 阶 模 态 参数 ， 由 上 述 公式 即 可 

D) 固有 频率 

国有 频率 可 由 圆 上 使 As/Ao 具有 最 大 值 的 点 来 确定 。 

HN (6.4.19) 知 ， 当 四 = 四 ， 即 万 =1 时 ， 疡 点 激励 ，! 点 响应 的 位 移 导 纳 虚 
BHLO) 一 (Keg,)， 其 大 小 正好 为 导 纳 圆 直径 ， 即 2(R,),  JErh, (Rp), 为 第 
r 阶 模 态 、p 点 激励 、! 点 响应 的 导 纳 圆 半 径 ， 天 。 为 第 > 阶 模 态 等 效 刚度 ， 
K, =K, (00n) HIE TA FARZ: 

Ppr 


r lo ]=21a,] (I=1⁄2,.. p. L) (6.6.25) 


ror 


式 (6.6.25) 说明 , 第 r 阶 模 态 振 型 向 量 可 由 各 测 点 导 纳 圆 半 径 组 成 的 归 一 化 向 量 求 
2) 模 态 阻尼 
一 般 可 以 取 固 有 频率 附近 两 点 A,B (图 6.6.3) ， 它 们 的 频率 分 别 为 m ,ez ， 相 
应 的 相位 角 为 ,多 ， 对 应 的 圆心 角 为 m ,az。 


HF (e) 


G), 


图 6.6.3” 导 纳 圆 求 模 态 阻尼 


由 图 6.6.3 TJ 


. 1 . 1 
=90 -4 6 =90" -70 
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HE(B) 1-0? 
nl 


2 H,@) & 


a, _ Hy (@) -l 


i (6.6.26) 
最 后 ， 可 求 得 
-20 _ 0: OL l ~ -0 2 
r 2 
tanl +tan O% qalita 2 O tn%+tn 2 
2 2 2 2 2 
(6.6.27) 


因此 ， 可 由 导 纳 圆 上 的 数据 wm ,oz ,ww, ,al ,az 求 出 第 > 阶 模 态 结构 阻尼 系数 g, 。 
3) 模 态 刚度 
x, =1BJ), 有 
HL = (6.6.28) 


因此 ， 等 效 模 态 刚度 为 
(6.6.29) 


er T 


Hbg, 2(R,),g, 

车 取 原 点 频 响 函数 (1=p)， 并 对 原点 归 一 化 ， 即 取 gw =1。 由 此 ， 在 求 出 原 
点 的 导 纳 圆 半 径 (R,, ) 及 模 态 阻尼 g, 后 , 由 式 (6.6.29) 即 可 求 得 原点 的 等 效 模 态 刚 
EKo TER 


e 


K, =K; (6.6.30) 
4) 模 态 质量 
7 -£ (6.6.31) 
@ 


5) 影响 模 态 参数 办 识 的 其 他 因素 
其 实 结构 某 阶 模 态 的 导 纳 圆 ， 往 往 不 可 能 像 单 自由 度 那 样 ， 其 圆心 不 可 能 
好 在 虚 轴 上 ， 圆 心 与 固有 频率 o, 点 的 连 线 与 虚 轴 有 一 倾角 6 。 


众所周知 ， 在 复 平 面 上 某 一 向 量 代表 某 一 复数 ， 若 该 向 量 乘 以 男 一 复数 
录 十 入， 新 向 量 的 模 相 当 于 放大 了 Jue + 倍 ， 复 角 较 诛 向 量 的 角度 增加 8 ， 其 
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中 
B=arctan sr (6.6.32) 
u 


如 图 6.6.4 (a) 所 示 ， 原 导 纳 圆 上 通过 ww = o 这 点 的 一 条 直径 旋转 了 8 ft. 


Hpo) HÈ (o) Lœ Hpo) HL (w) 二 多 


(a) 复 模 态 V MARE (o) KERA IRRE 
图 6.6.4 复 模 态 与 剩余 模 态 影响 
当 考 虑 其 他 模 态 影响 为 一 复 常数 万 .， 五 , = HE + jjH; 时 ， 导 纳 圆 上 各 点 的 举 
标 都 加 上 这 一 复 常 数值 ， 其 图 形 发 生平 移 ， 如 图 6.6.4 (b) 所 示 ， 其 圆心 坐标 也 不 


1 wr p! 
例外 ， ai o, rje , H. ==): 

不 仅 如 此 , 由 于 相 邻 模 态 的 模 态 阻 尼 等 不 同 ， 也 会 引起 频 响 函数 的 相 角 变化 。 
考虑 两 个 模 态 互相 影响 ， 两 个 模 态 的 频 响 函数 相 加 


万 (四 二 |e)? +| H, le}f, =H |e)° (6.6.33) 


其 中 
对 w=w.， 有 
1 


- + J (6.6.35) 
Keg, K+) G = O, + jg; ) 


H(e,)= 


BẸ 


. 1 1-52, -jg 
H(@,)=-j—— +—— = (6.6.36) 
 K,g, Koll- 024 + ga] 


其 中 
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O, = 
r+il 


考虑 r+1 阶 模 态 对 7 模 态 影响 后 ， 在 w=w, 4b, 0 可 表示 为 


_ 1 _ £r+1 
—2 \2 2 
0 = arctan Kag, Keran a 7 D) + gry 
1- A 


—2 \2 2 
K+) a = Wr) + Br+l 


(6.6.37) 


—2 2 
Kec) A-a; +8) + K; gr gr | 
= arctan | —— — — n 


Kag, 0-01) 


若 模 态 耦 合 较 松 ，w /w ,<<1， 且 系统 为 小 阻尼 ， 即 g,,g,w <<1， 则 上 式 可 
简化 为 


_ K — I 
@=arctan =e] = arean R, +) (6.6.38) 


erBr rtl &r+l 
可 见 相 角 与 x+1 阶 模 态 阻尼 等 因素 有 关 ， 使 导 纳 圆 发 生 偏转 。 总 之 ， 实 际 情 
况 的 导 纳 圆 将 发 生平 移 与 偏转 ， 如 图 6.6.4(c) 所 示 。 
对 多 自由 度 系 统 ， 有 很 多 模 态 ， 每 个 测 点 的 导 纳 圆 有 多 个 ， 且 它们 都 不 一 定 是 
完整 的 圆 ， 而 是 几 个 弧 段 ， 可 根据 每 一 弧 段 按 拟 合 一 个 圆 的 原则 ， 然 后 进行 参数 辩 
识 。 图 6.6.5 为 三 个 相 邻 贺 的 情况 。 图 中 o, Opi wo 为 三 个 模 态 的 固有 国 频 率 。 


-一 一 -~~ 


` 


390 


Op iiil 2 


Op li / 2T 


图 6.6.5 多 自由 度 系 统 导 纳 贺 
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6) 导 纳 圆 方法 的 优 缺 点 

(1) 它 不 仅 利用 频 响 函 数 峰值 点 的 信息 ， 而 且 利 用 固有 频率 附近 很 多 点 的 信 
息 ， 即 使 没有 峰值 信息 ， 仍 然 可 以 求 出 固有 频率 。 这 样 可 避免 峰值 信息 误差 所 造 
成 的 影响 。 

(2) 求 模 态 参数 时 可 计 及 邻近 模 态 影响 ， 当 模 态 比较 密集 时 ， 误 差 较 大 ， 这 
是 因为 导 纳 圆 法 仍然 建立 在 主导 模 态 基础 上 。 

(3) 精度 受 图 解 精度 的 限制 。 


3. 例题 
例 6.64 ”两 自由 度 系统 ， 如 图 6.6.6 所 示 。 阻 尼 较 弱 ， 模 态 稀疏 ， 参 数 单位 
为 国际 单位 。 


图 6.6.6 有 阻尼 两 自由 度 系统 


E4 p = Bcos(Q0, k=987, k'=217, m=1, c=0.6284, c'=0.0628 。 
K FISA: 

(1) 求 模 态 、 频 率 fi h ARE gp: 

(2) 求 模 态 质量 好 、 阻 尼 C 、 刚 度 开 ; 

(3) HEHEHE g, é: 

(4) WGE H MH: 

(5) 在 复 平面 上 画 出 已 ; A H,, JA f = 4Hz #l] f = 7Hz 的 矢 端 轨迹 曲线 ， 

(6) 通 出 f=4 — 7Hz 变化 时 ， 万 | BJ San RH pis), 

解 (1) 首先 分 析 受 力 情况 写 出 动力 学 基本 方程 为 


ë +ku + cp + k'u, —k'u, +c'(ù —n,)= p. 


mü, + ku, + cü, — k'u, + k'u, —c'(ú —u,) = 0 


将 其 写成 矩阵 形式 


m Oli te —C! s Etk =k" || 4 |P 
0 mj||i — c+te || -k' k+k'||u | |0 
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有 了 这 个 动力 学 基本 方程 后 ， 下 面 要 做 的 工作 即 是 求 模 态 参数 一 一 按 无 阻尼 
系统 来 确定 模 态 参数 。 可 以 解 得 


对 于 上 面 所 给 定 的 原始 参数 可 以 算得 


o = =987[rad2 /s?) ， @ =31.42(rad/s), f = L= 500 Hz 
x 


a} =P =1421(rad? /s?), o; =37.70(rad/s) , Ja = 22 = 6.00 Hz 


(2) 确定 好 ,六 ,C。 


— 1 ılı oļi 1] 2 0 
M = Q! @ = = 
1 -Hio 1 -1j [0 2 
_ 1 1][04912 -0.06281[1 1] [1.2568 
G=orco- - 0 
1 -1||~0.0628 0.6912 ||1 -1 0 1.5080 
K, =o M, =987x2=1974 
K, = 0M, =1421x2 = 2842 


K 


因此 


(3) MEG. 
由 
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12568 -0010 
2x2x31.42 
g =— 12090 -0.010 
2x2x37.70 
(4) K H,,(@) M H,,(@) 。 
HZ = 
H Soy 1 | 
Pi GUK, JL0-2)+ jE) 
得 
1x1 1 
H =| — 
n(o) ka o y 0.010 
— — X —— 
6 31.42 
1 
十 | —— 一 天- 一 -一 一 -一 一 -一 一 一 一 
2842 I Ø 2 lB 
_ + 
EJ = 
_ 5.066x10 ñ 3.519x10 
o Y .[(0.02@ [ 四 ) (222 
1 +j 1 +j 二 一 一 
31.42 31.42 37.70 37.70 
HEH 
ixi 1 
moa 
1974 | o | ( sae) 
-|— | +j 2x2 
31.42 31.42 


37.70 
5.066 x10 3.519x10- 


—1x1 1 
kE 2 
-f @ J 12x 


人 2 . @ w 2 . @ 
ee ooze] 1-32) toon z2] 
(5) 在 复 平 面 上 画 马 ;和 已 ,的 曲线 ， 如 图 6.6.7 所 示 。 


6.6” 模 态 参数 辨识 的 基本 方法 


“189。 


-002 -001 000 001 002 
(a) 原点 频 响 函 数 的 矢 端 轨迹 图 


—0.02 0.00 
(b) 跨 点 频 响 函 数 的 矢 端 轨迹 图 


图 6.6.7 


实 部 和 虚 部 分 别 为 


Hy = ó ka 1-(@/%,) 
i K, [1-(@/0, y] +(2£ o! o, Y 


2 ó, ó r -26é.0@/0, 
ayy ee 
r=1 


(6) m H 的 实 频 图 和 虚 频 图 ， 如 图 6.6.8 所 示 。 
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"190 
Hn 
0.02 
Hi 
0.01 
0.00 
0.00 
7 f 
-0.01 一 0.01 
一 0.02 一 0.02 
一 0.03 
4.00 5.00 6.00 7.00 4.00 5.00 6.00 7.00 
(a) Hn 的 实 频 图 (b) 的 虚 频 图 
图 6.6.8 


例 6.6.2 物理 模型 同 例 1， 只 是 参数 有 所 改变 : 


k=987, k'=10, C=0.6284, C'=0.0031 


说 明 : 这 些 参数 是 刻意 选择 出 来 的 。 我 们 想 


即 在 密 频 下 的 响应 。 
解 (G) o= 


o = — = 120 =1007(rad? / °) 


(2) @ -| 
1 
f 
M= 
0 


1.256 
c-| 8 
0 


[1974 
| 0 


C %53 


r 


3) S = 2M,o, 


(4) 计算 原点 导 纳 和 跨 点 导 纳 。 


KEEPEEEYED 


RA 1% 的 阻尼 比 和 1% 的 频率 间隔 ， 


2 287 987(rad? / 2), @ =31.42(rad/s), fi =5.00 Hz 
m 


, @, =31.73(rad/s), f, = 5.05Hz = f, 
1 
-1 
0 
2 
0 
1.2692 


0 
2014 


_— 12568 __ 0100 


x2x31.42 


1.2692 -00100 
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1x1 1 1x1 
11 1974 o Y o | 2014 vo ` _ m 
-|—— | +j|2x0.01x 1 (3 +j|2x001x | 
31.42 31.42 31.73 31.73 
5.066x10 3 | 4.965x10 


_ 2 | 2 
1-|[ 2| +40.02x 2 | 1-| -2 | +j|0.02x—>— 
31.42 31.42 31.73 31.73 


5.066x10 4.965x10 


f= o Y @ o Y 
h) -i(o02x725] e -jf 0.02x 2 
31.42 31.42 31.73 31.73 


(5) 矢 端 轨 迹 图 ， 如 图 6.6.9 HR. 


0.01 
0.00 


—0.02 一 0.01 0.00 0.01 


-0.03 -0.01 0 0.01 0.03 
(a) 原点 频 响 函数 的 矢 端 轨迹 图 (b) 跨 点 频 响 函数 的 矢 端 轨迹 图 


图 6.6.9 


(6) H,, 的 实 频 图 和 虚 频 图 ， 如 图 6.6.10 所 示 。 


Hl 
0.03 
Hi 
0.01 0.00 
0.02 7 
一 0.01 了 
一 0.04 
一 0.03 _00 
4.00 5.00 6.00 7.00 4.00 5.00 6.00 7.00 
(a) Hu 的 实 频 图 (b) Hi 的 虚 频 图 
图 6.6.10 
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(1) 从 例 6.6.1 的 复 频 图 上 可 以 看 到 , 这 个 二 维系 统 相当 于 两 个 独立 的 单 自由 
度 系统 的 组 合 ， 图 形 几 乎 可 以 说 是 两 个 独立 的 圆 。 

(2) 频率 最 接近 无 阻尼 系统 的 自然 频率 。 

(3) 在 自然 频率 的 附近 HR =O. HHI 却 具有 极 大 值 。 从 实 频 图 和 虚 频 图 上 


也 可 看 出 这 一 点 。 

(4) 上 面 同 样 的 结论 也 可 在 到, 的 矢 端 轨 迹 图 上 得 到 ,但 由 于 模 态 1 和 模 态 2 
的 符号 不 同 ， 因 此 在 图 上 表现 出 相 ( 相 角 ) 的 改变 。 

(s) 一 个 实际 的 复杂 结构 ， 可 能 含有 密集 的 模 态 ， 而 对 于 密 频 或 重 频 ， 并 不 
具有 唯一 的 振 型 。 例 6.6.2 就 是 一 个 密 频 的 情况 ， 通 过 比较 H 和 已 ;的 矢 端 轨 迹 
图 来 指出 其 区 别 。@D 从 密 频 系统 的 要 ,图 上 几乎 厦 不 出 这 是 一 个 二 维系 统 ， 看 不 
出 这 个 系统 具有 两 个 模 态 ，@ 在 到 ,图 上 表现 了 相位 的 突变 ， 正 是 这 个 改变 显示 
出 了 两 个 模 态 的 存在 ， 这 两 个 模 态 在 这 个 坐标 下 具有 相反 的 符号 ; @ 怎样 用 试验 
的 手段 区 分 密 模 态 是 面临 的 一 大 困难 ， 这 里 至 少 提供 了 一 种 方法 ， 从 忌 ! 图 无 法 
HAR, ETA Hp APPAR. 


思考 题 与 习题 


6-1 系统 的 模 态 参数 包括 哪些 ? 

62 ”什么 是 参数 辨识 ”参数 辨识 的 基本 任务 是 什么 ? 

6-3 ”解释 以 下 三 对 基本 概念 各 自 的 意义 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 : 动 刚度 与 动 柔 度 、 阻 抗 与 导 
纳 以 及 传递 函数 与 频 响 函数 。 

6-4 ” 黏 性 阻尼 系统 和 结构 阻尼 系统 的 传递 函数 与 频 响 函 数 有 哪些 不 同 之 处 ? 

6-5 ”一 般 可 以 从 哪儿 个 方面 对 系统 进行 频 响 函数 分 析 ? 

6-6” 试 分 析 在 对 单 自由 度 系统 进行 频率 响应 分 析 过 程 中 黏 性 阻尼 系统 和 结构 阻尼 系统 的 异同 

6-7 ” 按 系 统 约 束 情况 ， 可 以 将 多 自由 度 系统 分 为 几 类 ? 它们 的 幅 频 特性 图 有 哪些 不 同 之 处 ? 

6-8 ” 简 述 分 量 分 析 法 和 导 纳 圆 辨识 法 辩 识 系统 模 态 参 数 的 原理 ? 

6-9 ” 试 总 结 分 量 分 析 法 和 导 纳 圆 辨 识 法 的 特点 ? 

6-10 ”如 何 减 小 模 态 测试 等 因素 给 导 纳 圆 辨识 法 带 来 的 误差 影响 ? 

6-11 影响 多 自由 度 系统 导 纳 圆 辨识 法 的 因素 有 哪些 ? 

6-12 图 E6.1(a) 所 示 为 汽车 振动 舒适 性 研究 中 的 人 - 椅 系 统 ， 该 系统 可 以 简化 为 图 E6.1 (b) 所 
示 的 三 自由 度 系统 ， 其 中 mke, 由 人 体 的 上 上肢 简化 而 成 ，m2,ko,cs 由 人 体 的 下 肢 简 化 而 
成 。 在 关键 的 人 体 工 程 学 研究 中 ， 专 门 对 人 体 模 型 进行 试验 分 析 ， 求 出 当 ?> (0 为 激励 、 
xz 人为 响应 时 ， 系 统 的 频率 响应 函数 ， 从 中 分 析 试 验 中 应 该 辨识 的 系统 参数 并 简 述 试验 
过 程 。 


(a) 汽车 人 - 椅 系 统 


图 E6.1 


(b) 


二 自由 系统 


思考 题 与 习题 
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随 着 科学 和 生产 的 发 展 ， 特 别 是 航空 、 航 天 事业 的 迅速 发 展 ， 越 来 越 多 的 大 
型 复杂 结构 被 采用 ， 这 使 得 建 模 和 求解 都 比较 困难 。 一 方面 ， 一 个 复杂 结构 势必 
引入 较 多 的 自由 度 ， 形 成 高 维 的 动力 学 方程 ， 使 一 般 的 计算 机 在 内 存 和 求解 速度 
方面 都 难以 胜任 ， 更 何况 一 般 的 工程 问题 主要 关心 的 是 较 低 阶 的 模 态 。 仅 为 了 获 
取 少 数 的 几 个 模 态 ， 必 须 为 求解 高 维 方程 付出 巨大 的 代价 也 是 不 合适 的 。 另 一 方 
H, 正 是 由 于 结构 的 庞大 和 复杂 ,一 个 完整 的 结构 往往 不 是 在 同一 地 区 生产 完成 ， 
可 能 一 个 结构 的 各 个 主要 零 部 件 不 得 不 由 不 同 的 地 区 、 不 同 的 厂家 生产 。 而 且 由 
于 试验 条 件 的 限制 只 能 进行 部 件 的 模 态 试验 ， 而 无 法 对 整体 结构 进行 模 态 试验 。 
针对 这 些 主要 的 问题 ， 为 了 获得 大 型 、 复 杂 结 构 的 整体 模 态 参数 ， 于 是 发 展 了 部 
件 模 态 综合 法 。 

部 件 模 态 综合 法 又 叫 子 结构 耦合 法 。 它 的 基本 思想 是 按 工 程 观点 或 结构 的 几 
何 轮廓 ， 并 遵循 某 些 原则 要 求 ， 把 完整 的 结构 进行 人 为 地 抽象 肢解 成 若干 个 子 结 
构 (或 部 件 );， 首先 对 子 结构 进行 模 态 分 析 ， 然 后 经 由 各 种 方案 ， 把 它们 的 主要 模 
态 信息 ( 常 为 低 阶 主 模 态 信息 ) 予以 保留 ， 并 借以 综合 完整 结构 的 主要 模 态 特性 。 
它 的 主要 优点 是 ， 可 通过 求解 若干 小 尺寸 结构 的 特征 问题 来 代 蔡 直接 求解 大 型 特 
征 值 问题 。 同 时 ， 对 各 个 子 结构 可 分 别 使 用 各 种 适宜 的 数学 模型 和 计算 程序 ， 也 
可 以 借助 试验 的 方法 来 获得 它们 的 主 模 态 信息 。 

这 一 章 主要 介绍 部 件 模 态 综合 法 的 基本 概念 和 基本 原理 。 并 通过 具体 的 实例 
说 明 综合 的 步骤 和 方法 。 


72 基本 概念 
1. 系统 的 部 件 


为 了 人 简化 分 析 ， 首 先 考 虑 无 阻尼 系统 ， 且 其 部 件 无 刚体 自由 度 的 自由 振动 ， 
然后 讨论 部 件 包含 刚体 自由 度 的 情况 ， 而 且 仅 以 两 个 部 件 为 例 来 说 明 部 件 模 态 综 
合 方法 。 
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图 7.2.1 给 出 了 一 个 固 支 梁 结构 , 抽象 地 分 成 两 个 部 件 a 3 8 。 设 部 件 的 自由 
度 或 独立 的 坐标 数 为 n(1=a,B)， 即 


u ul 
u u 

u= ?| > ww=| : (7.2.1) 
Uy up 


444444 


— — 


8 uf 
j 


4444 44 4 
图 7.2.1 系统 部 件 的 示意 图 
那么 将 这 个 万 个 坐标 分 为 了 个 界面 坐标 zi 和 了 个 内 部 坐标 wu， 界面 坐标 即 是 部 件 
之 间 相 连接 的 坐标 ， 即 


u 


u= B | (7.2.2) 


对 每 一 个 部 件 写 出 动力 学 基本 方程 为 


B "alde AMSA (7.2.3) 
mji mj] (ka kajol] 5 
式 (7.2.3) 即 为 部 件 的 动力 学 基本 方程 , 该 矩阵 方程 是 以 分 块 的 形式 给 出 的 ,其 中 zx 
和 wj 分 别 为 部 件 内 部 和 界面 物理 坐标 的 列 向 量 。 
物理 坐标 z 可 由 部 件 的 广义 坐标 p 通过 坐标 变换 的 形式 来 表示 

u=yp (7.2.4) 
Ep, y 为 从 部 件 的 刚体 模 态 、 自 由 振动 的 标准 模 态 、 界 面 约束 模 态 和 附加 模 态 
中 预选 的 部 件 模 态 矩阵 ， 实 际 上 就 是 假设 模 态 。 
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2. 部 件 模 态 


1) 标准 神态 

部 件 标 准 模 态 按照 其 界面 坐标 的 约束 程度 -一 -全 部 约束 、 全 部 自由 、 部 分 约 
束 ， 可 分 为 固定 界面 标准 模 态 、 自 由 界面 标准 模 态 、 混 合 界面 标准 模 态 。 

从 特征 值 问题 


(kK-om®D=0 (7.2.5) 
中 可 求 得 标准 模 态 BB 。 如 果 模 态 是 相对 于 m 归 一 化 了 的 ， 则 
D'mD, =I: DIKO, = An = diag(w’) (7.2.6) 
HP @, KAA RFR RERA ( 当 假 设 模 态 是 精确 解 时 ，w = @B,)，n 为 确定 部 件 
标准 模 态 的 自由 度数 目 ， 下 标 ” 表 示 一 套 完整 的 标准 模 态 。 但 在 使 用 时 ， 通 常 @， 
是 被 截断 了 的 , 这 是 因为 只 关心 个 别 的 模 态 , 在 模 态 综合 时 也 只 需要 个 别 的 模 态 ， 
用 @ 表示 保 留 模 态 ，@, 是 被 截 掉 的 模 态 ， 那 么 D, =[@,,@,]. 


2) 约束 模 态 
由 式 (7.2.4) 


u=yp 


将 物理 坐标 wu 分 成 c 集 和 v 集 ， 其 中 ，c 集 为 被 约束 的 坐标 v 集 为 对 c 集 的 补充 
(n=c+tv)。 一 般 通 过 静 力 的 方法 来 确定 约束 模 态 ， 如 


K, K, Wve = Oe (7 2 7) 
K, Kec 1. K, Bi 


上 式 表示 在 c 集 中， 分 别 给 其 中 的 一 个 坐标 赋 “1”， 其 他 赋 “0” 时 的 静 力 平衡 
HFE R. 即 为 相对 于 坐标 c 处 得 到 的 “ 反 力 ”。 那 么 


Ke + K, = 0 
a K (28) 


于 是 


| re — -Ka Kp 
vl} il 7 | (7.2.9) 


CC ec 
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为 部 件 在 界面 按 静 力 约束 假设 条 件 下 得 到 的 一 种 振动 形态 ， 故 式 (7.2.9) 为 部 件 的 


约束 模 态 。 
在 图 7.2.2 所 示例 子 中 ，c=2， 约 束 坐 标 分 别 为 


图 7.2.2 ”约束 模 态 示意 图 


3) 附加 模 态 

附加 模 态 是 由 部 件 的 静 变 形 来 定义 的 ， 是 在 其 4 个 坐标 上 作用 一 单位 力 而 其 
余 坐 标 上 没有 力 的 情况 下 得 到 的 。 将 部 件 的 ! 个 物理 坐标 分 成 4 组 和 了 球 组 ， 4 是 7 
的 子 集合 ， 球 是 ! 中 4 的 补充 ， 那 么 附加 模 态 可 以 这 样 确定 


K, K 0 
| ww e fyel- “| (7.2.10) 
Kaw Kua Vaa la 
如 果 令 
g=K" -| =] (72.11) 
Zaw Eaa 


为 柔 度 和 矩阵 ， 则 附加 模 态 为 
Wa = [e] = bl (7.2.12) 
Y aa Eaa 
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令 系 统 被 分 解 成 两 个 部 件 w 和 有 ， 它 们 有 具有 共同 的 界面 ， 而 且 在 界面 上 的 物 
理 位 移 有 约束 条 件 
?= (7.3.1) 


界面 力 为 
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fr+ff =0 (7.3.2) 
这 两 个 力 是 作用 力 和 反作用 力 的 关系 。 
1. 运动 方程 
用 拉 格 朗 日 运动 方程 来 推导 ， 得 


l. . læ aa lp B., 
T=~pup=~p u" b +p P pP (7.3.3) 
2 2 2 
= 本 PTMp= 了 PT +i parap (7.3.4) 


HP u=yp 已 被 引入 。 


=y my" 
a aTa a, 
à =y kw (7.3.5) 
u’ =y my? 
AÊ =yf"kfy’ 
p” u” 0 AF 0 
= ， = ， ¿= (7.3.6) 
P (e ⁄ P > Ë M 
约束 方程 式 (7.3.1) 可 以 写成 
Cp=0 (7.3.7) 
那么 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 写 为 
L=T-V+o'Cp (7.3.8) 
EF, o 为 拉客 朗 日 乘 子 矢量 ， 系 统 的 运动 方程 可 由 拉 格 朗 日 方程 得 到 
df 35 _ 
s2). aE =0, (7.3.9) 


其 中 ，& 可 以 为 p, 或 o,，Q, 为 广义 力 ， 下 标 s 表示 第 s 个 分 量 。 对 于 自由 振动 
问题 ， 力 只 存在 于 部 件 的 界面 上 。 因 此 


SW =(8u?) fP +(6uf) fE =(6u?) (ZP + fF)=0 (7.3.10) 
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HFW =0， 所 以 Q,=0。 
将 式 (7.3.3)、 式 (7.3.4)、 式 (7.3.8) 代 入 式 (7.3.9) 得 


up+Ap=Co (7.3.11) 


再 加 上 式 (7.3.7) 约束 方程 ， 即 得 到 系统 (不 是 部 件 ) 的 运动 方程。 
由 于 we =u ,那么 在 p 中 有 不 独立 的 坐标 , 所 以 必须 通过 一 个 坐标 变换 ， 分 
离 出 不 独立 的 坐标 。 假 设 不 独立 的 坐标 是 ps ， 独 立 的 举 标 是 p, ， 引 入 线性 变换 


p = Sq (7.3.12) 


将 约束 方程 式 (7.3.7) 写成 分 块 形式 


[Cu ca =0 (7.3.13) 
Pr 
其 中 Cy 为 非 奇异 的 方 阵 ， 则 
-1 
p= Hi J pr = Sg (7.3.14) 
Pi In 


比较 式 (7.3.13) 和 式 (7.3.14) ， 因 为 9 是 独立 的 ,得 CS =0 。 将 式 (7.3.12) 代入 
式 (7.3.11) ， 并 左 乘 8$I ， 得 


Ai+K9g=SICIa (7.3.15) 
其 中 
M=S"uS, K=S"AS (7.3.16) 


由 于 CS =0 ， 所 以 式 (7.3.15) 成 为 


M+ Kq = 0 (7.3.17) 
这 个 方程 是 通过 部 件 模 态 综合 而 得 到 的 系统 方程 ， 其 中 q 为 独立 坐标 ， 当 4 得 到 


后 可 从 式 (7.3.14) 得 p。 
2. 模 态 综 合 步 又 


第 一 步 ， 选 择 部 件 模 态 包含 wy。 ,wg ， 这 样 也 就 定义 了 p°, p 的 分 块 形式 ， 
BP, REU, uP, A,A: 


第 7 章 部 件 模 态 综合 法 


第 三 步 ， 确 定 P，( 哪 些 是 不 独立 的 坐标 ) ， 剩 下 的 即 p, = q 
第 四 步 , 写 出 约束 方程 式 (7.3.7) 的 形式 , 并 由 式 (7.3. 1 确定 的 矩阵 中 解 出 
第 五 步 ， 用 式 (7.3.16) 确定 M ,K 。 


3. 例题 


例 7.3.1 用 内 部 坐标 和 界面 坐标 来 推导 运动 方程 。 
一 般 在 部 件 综 合法 中 ， 广 义 坐 标 p 是 用 内 部 自由 度 和 界面 自由 度 来 定义 的 ， 
即 


特别 地 ， u$ =p% ,uf =pf, 即 用 广义 位 移 来 表示 广义 坐标 。 
假设 式 (7.3.1) 是 唯一 的 约束 方程 ， 不 妨 设 pf 是 不 独立 的 坐标 ， 则 令 


现在 要 求 : I 
(1) 将 约束 方程 式 (7.3.1) 写成 式 (7.3.13) 的 形式 ， 并 确定 矩阵 C ; 
(2) WES: 

(3) 在 这 种 情形 中 ， 拉 格 朗 日 乘 子 o 的 物理 意义 是 什么 ? 

解 (1) 约束 方程 的 确定 ， 


P9 -pf =0 (a) 


因为 不 独立 的 坐标 是 pf, MAR (a) 写成 式 (7.3.13) 的 形式 即 为 


FL 0 z oj” =0 (b) 


pf 
其 中 ， 了 I 和 0 的 维 数 符合 矩阵 相 乘 的 原则 ， 那 么 
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Cau 一 一 7 , Cu = [0 了 0] (c) 


(2) 由 式 (7.3.14) 得 


0 I O 
c! I O O 
| cs |- (d) 
万 0 7 O 
0 0 7 
可 以 看 到 ， 这 样 就 给 出 了 所 期 望 的 结果 : 
8 
Pi 0 7 O a 
a Pi 
pr| lro oll 5, lo 
= ; e 
p| Joz 0 n 
0 0 ziz 
pf | 


(3) 对 于 求解 这 样 一 个 问题 ， 如 果 将 式 (b) 重新 排序 ， 而 之 不 影响 结果 , 会 使 
得 求解 更 为 方便 。 式 (b) 等 价 于 


pr 
p? 
[0 7 0 -I s |=0 (D 
bi 
m 
所 以 式 (e) 成 为 
P| [r o Ofa 
a Pi 
Pi;| O70 a (2) 
poo n š 
P; 
pe| LO 0 TP 
代入 式 (7.3.11) 得 
Hi my 0 O j| k 0 Ojo] ro 
mog o ojjj jeg g o o| e 
B + = (h) 
0 0 g Hf pF 0 0 kf kë Pi 0 
-B — 
0 0 n |b] |o o K8 |] te 
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从 式 (0) 可见 ，c 即 为 作用 在 部 件 a 上 的 广义 界面 力 。 正 如 式 (7.3.2) 所 说 ， 作 
用 在 部 件 8 上 的 界面 力 正好 与 此 大 小 相等 方向 相反 ， 故 拉 格 朗 日 乘 子 的 物理 意义 
为 部 件 之 间 的 界面 力 。 

例 7.3.2 ”以 图 7.2.1 中 的 固 支 梁 为 例 ， 令 每 一 个 部 件 的 模 态 由 界面 约束 模 态 
和 固定 界面 标准 模 态 组 成 , 图 7.3.1 中 是 a 部 件 的 模 态 示意 图 : 两 个 约束 模 态 和 一 
个 基 频 模 态 。 

基 频 模 态 (对 于 界面 固定 的 ) 是 个 截断 模 态 。 尽 管 对 于 一 个 部 件 来 讲 ， 有 老 干 
个 模 态 存在 ， 但 并 不 取 全 部 的 ， 这 也 是 部 件 模 态 综合 法 的 基本 原则 。 于 是 


u= @, p, +W.P. =[@, J (a) 


c 


对 于 每 一 个 部 件 ， 式 (a) 可 以 按 内 部 位 移 和 界面 位 移 写成 分 块 矩阵 的 形式 : 
b | = K Pe H (b) 
uj 0 I Pe 


(c) 


HÑ (7.2.8) 13 


图 7.3.1 部 件 模 态 


FERRO 已 经 按 式 (7.2.6) 的 定义 正规 化 了 。 要 求 : 
(1) 确定 pi 和 Ke; 
(2) 令 pz 是 不 独立 的 坐标 ， 确 定 C 和 8 ; 
(3) 形成 系统 矩阵 M 和 天 。 
解 (1) 由 式 (7.3.5) 


aT a a 


u =y my", kč =y Tk y" (d) 
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将 m* My” 展开 相 乘 ， 得 到 


a 
u” — 内 Hke | = Di o7 Mi My | Wic | (e) 
Hek H yE I M ji m; 0 I 
作 乘 并 略 去 上 标 wx ， 解 得 
Ar = Tu 
Hro = Hor = Da miic + m) (Ü) 


T 
Hee = Vic MWYic + my) + mjWic +m 


由 此 可 见 ， 在 标准 模 态 坐 标 和 约束 模 态 之 间 存 在 惯性 耦合 。 
同 理 ， 可 以 确定 ie ( 按 式 (7.3.5) 展开 作 乘 ) 


ka kel 
4 -| kk °| (g) 
kox k. 
其 中 
ka = Ay 
ka = kh = 0 (h) 
koc = ky _ kiki ky 


由 此 可 见 ， 利 用 约束 模 态 导致 了 一 个 解 奈 的 刚度 矩阵 ， 大 。 正好 就 是 广泛 用 于 
静态 子 结构 分 析 中 的 “缩减 刚度 矩阵 ” 
(2) RA p2=u2, pP =uh ， 那 么 界面 的 位 移 相 容 方程 为 


J 


因此 | 
C=[0 7 0 -N (j) 


其 中 pP 为 不 独立 的 坐标 , 与 式 (7.3.14) 相 比 正好 ps 与 pt 颠倒 了 次 序 。 这 个 问题 很 
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ADRS EE. 


(3) 有 了 4;,S ,kk 后 就 便于 决定 MK 了。 


由 式 (7.3.17) : 


> OO ~ 


其 中 


7 0 0 
e| lo o /| P 

= # |= 
s o r o|] 
A| lo 0 IllPe 
M=STuS, K=STks 
O] He 0 0 
Tu He 0 O 
00 o ph nf 


Mh ME 
Mz MÊ M 


Mi = T 

MË = 1Ë 

ME =(M3) = uË 
MË =(MÀ) = IË 
M, = uE + uÉ, 


同 理 可 得 ， 综 合 的 系统 刚度 矩阵 为 


@ — ° — 


Own OS 


w OO ~ o 


(k) 


(D 


(m) 


(n) 


(o) 


(p) 
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其 中 
Kik = AG 
Kf = Añ (q) 
Ko =k% +kË 
这 样 ， 系 统 的 运动 微分 方程 只 有 惯性 耦合 。 由 于 A 和 Añ 完全 可 由 部 件 的 特 
征 问 题 求 得 ， 故 在 组 集 系 统 和 矩阵 时 仅 需求 Lp ,wf , HE, HE, kZ, kE 。 
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在 前 面 讲 的 有 约束 部 件 的 部 件 模 态 中 不 包含 刚体 自由 度 。 而 对 于 无 约束 的 部 
件 ， 其 区 别 在 于 ， 在 附加 模 态 的 定义 中 附加 了 刚体 模 态 。 对 于 自由 部 件 ， 其 部 件 
模 态 包含 以 下 一 些 内 容 。 
1. 标准 模 态 
标准 模 态 与 前 面 的 定义 一 致 ， 只 是 还 包含 了 刚体 模 态 ， 即 
D=[ID De] 
ER, @, 为 纯 刚 体 模 态 ， G 为 弹性 模 态 。 


2. 约束 模 态 
c 的 定义 同上 节 ， 只 是 c 集 的 维 数 必须 足以 避 开 刚体 运动 以 使 KK,, 非 奇 异 。 而 
刚体 模 态 (定义 如 下 ) 是 约束 模 态 的 一 个 特别 形式 。 


3. 刚体 模 态 
虽然 刚体 横 态 可 以 从 求解 部 件 的 特征 值 问题 中 获得 ， 但 它们 也 是 约束 模 态 的 
一 个 特殊 情形 。 如 果 部 件 具 及 ,个 刚体 自由 度 , 那么 就 有 一 个 坐标 的 及 集 用 来 约 


东部 件 抵抗 刚体 运动 。 在 式 (7.2.7) 中 ， 令 c=r 束 可 获得 相应 于 R 集 的 刚体 模 态 。 
并 且 注 意 到 在 静 力 决定 约束 集 RR 时 , 没有 肥力 存在 , AIE R. =0 , IK v 2 p tP R 


的 补 集 ， 那 么 刚体 模 态 定义 如 下 : - 


-1 
yar = 网 = K i (7.4.1) 


rr rr 
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4. 附加 模 态 

将 p (xz=ywp 中 的 模 态 坐标 ) 分 成 三 组 丸 ,4, 丈 ， 其 中 及 为 静 定 的 约束 集 ， 它 
提供 了 对 刚体 运动 的 约束 。4 集 由 物理 坐标 组 成 ， 通 过 施加 单位 力 来 定义 附加 模 
< 


N 


涉及 约束 模 态 集 尺 的 附加 模 态 定义 如 下 : 


K, K wa Kur Wwa Opa 
K K .. K I 
aw taa ar || Yaa |2| -aa (7.4.2) 
K, K, a K, Oa O,a 
那么 
Wua | [gw 
Wo = Va = Eaa (7.4.3) 
O, O,a 


其 中 ， guas gou AEK 的 左上 角 求 逆 得 到 的 。R 可 以 是 除了 4 以 外 的 任何 合适 的 
` 集合 ， 它 用 来 约束 部 件 抵抗 刚体 运动 。 


5. 惯性 释放 模 态 

另 一 种 为 具有 刚体 自由 度 的 部 件 寻找 附加 模 态 的 方法 是 所 谓 的 “惯性 释放 模 
态 ”。 这 种 方法 的 主要 思想 是 通过 在 物体 上 施加 一 个 平衡 的 载荷 系统 eo ， 这 个 载 
荷 系统 包含 最 初 特定 的 力 向 量 f , 它 由 刚体 的 惯性 力 mü, 所 平衡 , HP ug 为 由 了 
所 引起 的 刚体 运动 。 

令 刚体 模 态 we 是 被 正 交 化 了 的 ， 即 


WEMŲYg = Tr (7.4.4) 
那么 
fe = f -mig Š Pf (7.4.5) 
其 中 
已 = 了 一 page (7.4.6) 
由 于 
mig = f 


mvg Pa = f 
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yimyabe = Va f 
ba = q f 
所 以 
mila = mwa Ër = mua ` wa f (7.4.7) 
将 式 (7.4.7) 代 入 式 (7.4.5) ， 得 到 式 (7.4.6) 。 
ER (7.4.2) 的 右边 的 力矩 阵 前 乘 以 这 个 投影 矩阵 尸 得 
K, Kya Ky Vwa P ww P wa P wr Owa 
K Kaa K o Ü aa = Paw Paa Par La (7.4.8) 
K w K ra Ky Oa Pm Pra Prr Oya 


由 于 载荷 是 自 平 衡 的 ， 因此 在 约束 处 没有 反 力 。 从 ws PERRERA. S 


Wa = Va +WaCa 
适当 地 选择 cx E 
wg, =0 
如 果 
Wa = PP, = (P' GP)F, 
那么 ， 式 (7.4.10) 将 会 被 满足 ， 其 中 


Eww Ewa 0 
G= Saw &aa 0 
0 0 0 


a 


Owa 
Fa =| laa 
Oya 


HÑ (7.4.9) 和 式 (7.4.10) 推导 式 (7.4.11)~ 式 (7.4.13) 的 结果 如 下 : 


YRmYa = wam), + WYRMYRCR =0 


考虑 式 (7.4.6) 及 式 (7.4.11), 


(7.4.9) 


(7.4.10) 


(7.4.11) 


(7.4.12) 


(7.4.13) 


(7.4.14) 
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CR =—YR mp (7.4.15) 
代入 式 (7.4.9) ， 则 有 
Wa = —wawami), = (I —wawam), = PPa (7.4.16) 
由 式 (7.4.8) 可 得 
Wwa| |Euw Ewa O 
Pa =| Paa |=] Zaw Baa OIP- F, =GPF, (7.4.17) 
O,a 0 0 0 
其 中 


一 
= Ewa | = i (7.4.18) 
Zaw Zaa kaw Kaa . 


对 于 由 式 (7.4.11) 所 定义 的 附加 模 态 ，w。 即 为 惯性 释放 附加 模 态 。 和 矩阵 
Gg = PIGP (7.4.19) 
即 是 弹性 柔 度 和 矩阵 。 而 且 进一步 指出 
Ge = Dg Ape Pg (7.4.20) 


HP, @, 为 一 组 正 交 的 弹性 模 态 。 


DE Ke De = Agg (7.4.21) 
Ag = (BI Kp Ba)! = DE KE DET (7.4.22) 
De Asuy = KE! = Ge (7.4.23) 


6. 例题 


例 7.41 一 个 弹簧 质量 系统 的 轴 向 运动 (图 74.1). R: 
(1) 确定 由 式 (7.4.2) 和 式 (7.4.3) 定义 的 附加 模 态 ， 并 作 图 ; 
(2) 确定 自 平衡 弹性 载荷 PFa 

(3) 确定 由 式 (7.4.11) 所 定义 的 惯性 释放 附加 模 态 ， 并 作 图 。 
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m k m k m 
图 7.4.1 3836) E Shina] s 3) 
解 令 刺 =1，4=2，r=3， 则 


2 -1 -l 1 0 O 
K=k| -1 1 0 5 M=m 0 1 0 
-1 0 1 0 0 1 


(1) 从 式 (7.4.3) 有 


其 中 


因此 


由 式 (c) 表示 的 附加 模 态 如 图 7.4.2 所 示 。 
(2) 由 式 (7.4.6) 得 


P=7T-may 


Oa 
F. =+ La 
CO。 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


"210， 第 7 章 部 件 模 态 综合 法 


图 7.4.2 ”附加 模 态 


刚体 模 态 可 由 式 (7.4.1) 计算 ， 不 过 在 这 个 例题 的 情形 中 ， 可 以 很 清 


地 看 到 ， 所 
有 的 质量 (质点 ) 都 移动 一 个 相同 的 量 ， 所 以 一 个 归 一 化 的 刚体 模 态 i 


1 
1 
1 


= f, 
WR V3m (0 


归 一 化 推导 过 程 ， 如 wi 是 未 被 归 一 的 模 态 ， 则 


m 0 0 
yi mura = [a a adll0 m 0 
0 0 m 


a 
a |=3a2m 
a 


知 ， 若 要 归 一 化 ， 则 令 3a2zm =1， 导 出 a=J1/wV3m 而 得 式 (的 结果 ， 那 么 
1 0 0 m 0 oļi 2 -1 -1 
o 109 m ojij 1 y=} 2 ~ (g) 
o o 1| lo 0 mlll -1 -1 2 
0 
F,=|1 (h) 
10 


| 
PF, = | I G) 


因此 
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由 式 介 表 示 的 力 系 如 图 7.4.3 所 示 。 


| 一 


1 
4— 3 4 


} wln 


图 7.4.3” 自 平衡 力 系 
(3) 由 式 (7.4.11) 知 ， 惯 性 释放 模 态 为 


Wa = GsFE, =(P"GP)F, G) 


将 上 面 计算 的 结果 代入 得 


2 -1 -l 1 1 0 -1 
y, = -1 2 -1 p 1 2 0 目 2 (k) 
3 k 3 
-1 -1 2 0 0 0 -1 


一 1 
1 
Wa = 一 | 5 0) 
9k H | 


所 以 


如 图 7.4.4 所 示 。 


图 7.4.4 ”惯性 释放 模 态 
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1. 残余 柔 度 


由 于 约束 模 态 定义 为 由 界面 坐标 的 单位 位 移 引 起 ， 故 这 些 模 态 的 集合 是 线性 
独立 的 ， 而 部 件 的 标准 模 态 建立 在 全 部 约束 (完全 约束 ) 的 界面 基础 上 上。 但 是 当 在 
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模 态 综合 方法 中 使 用 附加 模 态 时 ， 模 态 的 线性 独立 性 就 不 能 保证 。 例 如 ， 如 果 一 
套 完整 的 自由 界面 模 态 是 由 附加 模 态 作 补 集 的 话 ， 即 


w=[@ w.) 


后 者 一 般 取 决 于 前 者 ， 且 与 前 者 线性 相关 。 


式 (7.4.20) 为 使 附加 模 态 和 归 一 化 模 态 线性 独立 提供 了 一 个 方便 方法 。 如 果 令 
弹性 模 态 Op (被 归 一 化 了 的 模 态 ) 被 分 成 保留 模 态 D, 和 划 去 的 模 态 @ , 那么 弹性 


柔 度 和 矩阵 由 下 式 给 出 ; 
Ds =[@ 
e =[P, Dal (7.5.1) 
Gs = De MEDE = DM Py + Da A Pa 
G, = BAN DI (7.5.2) 
其 中 Gy 可 由 式 (7.4.19)、 式 (9.5.1)、 式 (7.5.2) 联 立 得 到 ， 而 不 需要 知道 Br M Aa 
的 具体 形式 : 


G =(PIGP)- @, Ag D; (7.5.3) 
由 式 (7.4.11) 和 式 (7.5.3) ， 可 获得 一 组 残余 的 惯性 释放 附加 模 态 y 为 
Wa = GE, (7.5.4) 
如 果 结 构 不 含 刚体 模 态 ， 那 么 P= 了 7， 式 (7,5.3) 成 为 
G, =G- O, Ap O; (7.5.5) 


是 无 刚体 模 态 的 残余 柔 度 矩阵 。 式 (7.5.4) 和 式 (7.5.5) 可 联 立 得 出 残余 附加 模 态 。 
2. 例题 

例 7.5.1 以 图 7.4.1 的 弹 筑 质量 系统 为 例 。 求 : 

(1) 决定 这 个 三 质量 系统 的 标准 模 态 B=[p，p， pl: 

(2) 令 Dh =91，@Di = ，, =93， 确 定 残 余 惯 性 释放 附加 模 态 ya: 


(3) 对 (2) 中 所 得 结果 给 出 物理 解释 。 
RE Q) 由 代数 特征 值 问题 
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(Kk—-wmU=0 
即 
2k-om -k -k u] To 
-k k-om 0 u |=] 0 (a) 
—k 0 k-wm lL 0 
得 到 特征 方程 为 
Ik-wm|=0 (b) 
或 
2k-o°m  —k -k 
-k k— wm 0 |=0 (c) 
-k 0 k— wm 
得 
wm(wm— k)X@?2m — 3k) = 0 (d) 
该 方程 的 根 为 
of = 0 
o = a (e) 

m 

o? =% 

m 

将 它们 代 回 式 (a) ， 可 求 振 型 。 
然后 由 
(2k — wm)u — ku, — ku, =0 四 
-k + (k — o2m)u, = 0 
KE 1 个 模 态 ; 


of = 0 


E — ku, — ku = 0 


(g) 
—ku, + ku, = 0 
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解 得 


1 
1 
= 一 -一 h 
A 3 I (h) 


om =k 
—ku, = 0 


对 于 第 2 个 横 态 ， 有 


这 里 “~” 而 不 用 “= ”， 表 示 不 是 正规 化 模 态 。 正 规 化 (ompx =1) 处 理 后 得 


0 
1 . 
| 9 
最 后 ， 对 于 第 3 个 模 态 ， 有 
o = 3k 


代入 式 ORE 


-2 | [2 
uU: i | i 


图 7.5.1 是 各 阶 弹性 模 态 示意 图 。 
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.215 


l- 
3 
Q 


全- 
i 


图 7.5.1 弹性 模 态 
(2) 由 式 (7.5.3) 和 式 (7.5.4) 所 定义 的 残余 惯性 释放 附加 模 态 为 
Wa = (P! GP)F, - (S, Av @; )E, 
其 中 ，PIGPP, =y, 为 惯性 释放 附加 模 态 ， 由 例 7.4.1 已 知 


因为 


而 且 由 例 7.4.1 得 


- m m\ il 
oaio, -[ jo (gz: ! 
1 


0 0 0 0 
[0 1 -= 于 |。 1 -1 
一 0 -1 1 
0 0 0 
-1AT 1 
anabel 1 af 


(1) 


(m) 
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-1 
1 


= 5 l 
-4 


2k 


-L 
18k 


一 | 


-2 
1 (o) 
1 


(3) 正如 所 料 ， 这 个 残余 附加 模 态 正 好 是 p 的 一 个 倍数 ， 因 为 它 代表 的 是 一 
个 三 自由 度 系统 去 掉 刚体 运动 和 去 掉 模 态 2 之 后 的 振 形 一 一 也 即 残余 的 意义 。 

在 确定 附加 模 态 的 时 候 ， 在 2 节点 (最 左 端的 那个 ) 施加 了 一 个 单位 力 。 这 个 
被 施加 的 力 可 以 被 分 配 在 各 个 模 态 上 ， 如 图 7.5.2 所 示 。 

由 于 


-lpT 
D, Ag @, Fa 2k 


一 上 


这 恰 是 上 面 施加 如 模 态 2 那样 的 力 所 导 致 的 变形 形状 。 同 样 , 由 式 (o) 所 给 的 wz 正 
好 对 应 模 态 3 力 系数 所 产生 的 变形 。 


图 7.5.2 模 态 力 系 


3. 残余 部 件 模 态 


从 例 7.5.1 可 以 看 出 ,残余 惯性 释放 附加 模 态 给 由 刚体 模 态 和 截断 的 自由 界面 
标准 模 态 所 组 成 的 模 态 集 提供 了 一 个 补充 。 因 此 ， 它 与 标准 模 态 是 线性 独立 的 。 

在 许多 部 件 模 态 综合 法 中 都 采用 了 残余 部 件 模 态 .针对 有 约束 的 部 件 wc 和 B, 
可 以 很 容易 地 通过 运用 残余 惯性 释放 附加 模 态 来 简单 地 取代 残余 附加 模 态 ， 并 扩 
展 到 无 约束 的 部 件 中 。 令 位 移 变换 方程 为 


|- Pr Wu M (7.5.6) 
u | |@, wallpa 
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其 中 ， 标 准 模 态 @, 包含 了 自由 界面 标准 模 态 ， 而 ye 为 由 式 (7.5.4) 定义 的 残余 附 
MES. 


ya = GF, = (DAPA )F, | (7.5.7) 
或 
ya = G;F, = (Gs -DAR DP, (7.5.8) 
在 式 (7.5.6) 中 ， 附 加 模 态 是 由 在 界面 坐标 wj 处 作用 一 个 单位 力 而 定义 的 ， 因 
此 ， 式 (7.4.13) 中 有 


H 
F,= (7.5.9) 
T J 
式 (7.5.7) 便 成 为 
O 
wa -oo (7.5.10) 
J 
将 式 (7.5.6) 写 成 更 简单 一 些 的 形式 为 
u=[@, Z (7.5.11) 
Pa 
部 件 的 运动 方程 是 
mü + ku = f (7.5.12) 


当 这 个 方程 变换 为 以 广义 坐标 表示 的 形式 时 ， 将 式 (7.5.110) 代入 式 (7.5.12) 得 


Hg Pe ka Dr = Df (7.5.13) 
Haaba t+ ka pa = wi f (7.5.14) 
从 式 (7.5.10) 中 可 看 到 yy 是 @ 的 线性 组 合 ， 即 wy 与 @, 正 交 。 所 以 这 些 方程 是 不 


耦合 的 。 
通过 在 式 (7.5.14) PRE pg» HN 


kapa = f (7.5.15) 


WW B 982, f AF388123 f MHE. 
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| ka =Wa Kya (7.5.16) 
联 立 式 (7.5.10) 、 式 (7.5.15) 、 式 (7.5.16) 得 到 
(Dia42Giaj(pd 一 方 )=0 (7.5.17) 
推导 如 下 : 


wi Ku pa = vaf 


0 
[Ds Az DT KD AUD aD Pa =D Au Bia] | H 
J 


oA KO Ao ps -on 加 7 
DA Dja Pa = Pu Ag; f; 
(D aAa PaPa f)=0 
因为 (Bo 人 GD) 是非 奇异 的 ， 所 以 
p = f, (7.5.18) 


是 对 广义 坐标 响应 p, 的 伪 静 力 近似 (对 应 于 残余 附加 模 态 的 响应 ) 。 
由 于 部 件 c 和 有 满足 式 (7.2.2)》， 即 


fe+/f =0 
则 当 这 两 个 部 件 组 合 在 一 起 时 ， 式 (7.3.2) 和 式 (7.$.18) 联 立即 可 给 出 约束 方程 为 
pf +ph =0 (7.5.19) 
有 了 对 部 件 的 分 析 ， 可 得 系统 的 方程 。 


4. 例题 


例 7.5.2 在 图 7.5.3 中 ， 令 每 一 个 部 件 都 分 别 由 一 组 自由 界面 标准 模 态 和 一 
组 残余 附加 模 态 来 表示 。 这 个 残余 附加 模 态 是 由 作用 在 界面 坐标 上 的 力 来 定义 的 。 


T -lT 
Had “Wa MYa = Dia Ma P ja 
1 一 一 | 
4 2 1 和 d 
(a) 附加 模 态 (b) 自由 界面 1 阶 模 态 
图 7.5.4 
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; aalt @ é 2 
A a B 
u af 
对 夺 夺 对 “4 < 
和 二 
图 7.5.3 ”部 件 结构 图 
令 
P, Dr Vi || Py 
一 [中 一 ( ) 
u= [@, val B: | a 
求 : 
(1) MÆ UŽ, k”; 
(2) 令 ps 和 ph 是 相关 的 (不 独立 的 ) 坐标， 确定 C 和 5; 
(3) 组 集 M 和 大 。 
解 以 部 件 为 例 分 析 ， 如 图 7.5.4 所 示 。 
(1) 由 式 (7.2.5) 
Py = ye my ， Ka = wo Ky (b) 
a T 
p“ =| fia L nro, v 1 (c) 
Li Haa Wa 
完成 上 式 的 矩阵 乘法 ， 并 去 掉 上 标 wc ， 使 结果 适用 于 一 般 部 件 ， 得 
Hik = Tg 
Hra = B = 0 (d) 
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同 理 ， 可 以 得 到 k? 


ke = h i (e) 
kk Kad 
其 中 
ku = Ay 
ku = ky = 0 (f) 
ka = Wa Kya = Dia Ma Dia 5Y ja 
上 面 的 运算 中 用 到 了 式 (7.5.10) 。 


比较 (6 的 第 三 式 与 式 (7.5.2) ku 就 是 残余 柔 度 矩 阵 G 中 与 界面 对 应 的 部 
分 ， 这 样式 (7.5.3) 或 式 (7.5.5) 实际 上 可 以 用 来 计算 上 ov 。 
(2) 应 用 两 个 约束 方程 


2 — uf =0 (g1) 
p3 +p =0 (g2) 
将 坐标 排列 如 下 : 
Pa 
p a 
p=| |, 网 (Q) 
Pk Pk 
pf 


其 中 ps 与 ph 的 下 标 表示 划 去 ,但 由 于 式 (g) 的 关系 ,它们 又 成 为 不 独立 的 坐标 了 。 
所 以 其 他 的 被 保留 ppo MA pj 表示 。 联 立 式 (a)、 式 (g)、 式 (有) 得 到 


a yb pl pÊ 
C=[Cw Cal= Vu Va Sk Ch (Q 
了 了 0 0 


推导 过 程 如 下 : 
u? = DA p + YY pt 


uf =Dh pf +u pt 
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由 ps +ph =0， u? -uf =0 排 成 矩阵 为 


Pi 
Wa Wa Dh Dh || 2 =CP=0 
I I o 0 lipe 
pf 
HA (7.3.14) 得 
Se 0) 
Iy 
而 
k ky? 
gla 1 K (k) 
-zkh -hyia 
其 中 
k = tya (Ü) 
所 以 
-KD kbh 
g| AD -k Oh Go 
I 0 
0 I 
(3) 系统 的 质量 和 刚度 矩阵 为 
M=SIUS， K=STkS (n) 


如 果 
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z k“ 0 


所 以 


u= = 


WE, J$ p 重新 排序 得 


Pa 
p| E: 
Pk 
pf 
则 ,的 行列 顺序 作 相应 变化 得 

Ha 0 0 O ku 0 0 0 
0 u 0 wh le kb 0 0 (o) 
0 0 ZZ O 0 0 4 0 
0 0 0 £ 0 0 0 A 


将 式 (m) MIR ORAR (n) 展开 运算 ， 并 注意 到 
k = (Ka +k)! 


M. M K K 
"| aa x | aa 4 (p) 


得 到 


Mga Mpg Kpa Keg 
其 中 


其 中 
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_ r CT æ 
M za = Lik t D MPi 


Map = MA, =-P m bh 


a; 


K. = An + DT kb 
Kop = K#a = -PT k Oh 
Kg = Ah + Dh hD 
m = ki ( Hia + Ha)h (r) 


得 到 系统 的 村 K 后 ，- 即 可 由 式 (7.3.17) 求 解 系统 的 动力 特性 了 。 而 这 种 由 部 件 模 
态 通过 某 种 原则 组 集 得 到 的 系统 方程 的 维 数 要 比 直 接 建立 一 个 结构 的 系统 方程 的 
维 数 低 得 多 。 


7-1 


7-2 


思考 题 与 习题 


针对 图 E7.1 所 示 系 统计 算 以 下 问题 : 

(1) 应 用 式 (7.2.9) 确 定 轴 部 件 的 约束 模 态 ， 其 中 w=[u , w2]，ze=[us]。 

(2) 令 w=0， 确 定 两 个 固定 界面 标准 模 态 ， 归 一 化 模 态 使 M1=M=1。 

(3) 应 用 式 (7.2.12) 确 定 杆 的 附加 模 态 ， 其 中 u= [u , u] ua= [e] 

(4) 确定 杆 三 个 固定 界面 标准 模 态 ， 归 一 化 使 Mi =42= Ms=1。 

(5) 应 用 模 态 展开 定理 ， 在 由 (3) 得 到 的 附加 模 态 展开 式 中 确定 由 (4) 中 得 到 的 自由 界面 模 
态 项 的 常数 c (其 中 AE 为 常数 ) 。 


L L L " 
I 


e 

图 E7.1 
在 例 7.3.2 中 采用 约束 模 态 和 一 组 截断 的 固定 界面 标准 模 态 作为 部 件 模 态 。 本 题 中 部 件 模 
态 采 用 由 界面 坐标 定义 的 附加 模 态 乘 以 一 组 截断 的 自由 界面 标准 模 态 重新 计算 以 下 问题 ， 
(1) 确定 必 和 K’; 
(2) 令 pP 是 不 独立 的 坐标 ， 确 定 C, Si 


(3) ERRER MM K. 
假设 横 态 之 间 为 线性 独立 的 。 因 为 附加 模 态 是 由 截面 坐标 定义 的 ， 所 以 wszr。 模 态 转换 
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1 ve [a 
u; ó; Vua JLPa 
7-3 E E7.2 所 示 的 杆 系 统 ， 试 应 用 一 适当 的 质量 矩阵 ; 

(1) 确定 式 (7.4.2) 和 式 (7.4.3) 定 义 的 附加 模 态 ， 并 作 图 。 


Q) 确定 自 平衡 弹性 载荷 PF,。 


(3) 确定 由 式 (7.4.11) 所 定义 的 惯性 释放 附加 模 态 ， 并 作 图 。 
HR, AE 为 常数 ，w=[u]， u=[uj, a= [us]. 


图 E7.2 


7-4 ”用 模 态 综合 法 计算 由 长 度 为 1， 单位 长 度 质量 为 p， WAREK E 的 二 等 截面 深 段 组 成 的 
悬臂 折 粱 ， 两 个 梁 段 的 夹 角 为 44"， 如 图 E7.3 所 示 。 计 算 前 两 阶 辕 有 频率 。 


图 E7.3 


7-5 ”图 E7.4 所 示 五 质点 自由 -自由 染 ， 已 知 质量 m, BERRE EL, RARE L WARSA 
法 求 系统 的 加 有 频率 。 


图 E7.4 


7-6 ”计算 机 辅助 编程 计算 图 E7.5 所 示 栓 架 的 前 10 阶 固有 频率 。 检 架 由 9 跨 组 成 ， 现 将 它 划 分 
为 4，B 两 个 子 结构 ，4 为 5 跨 ，B 为 4 足 。 


和 NNNNNNN 
— B 


思考 题 与 习题 +225. 


7-7 图 E7.6 是 长 为 L， 质 量 为 M， 张 力 为 了 的 弦 。 用 集中 质量 法 等 分 为 8 段 ， 在 7 个 等 分 点 
上 各 有 m=M7 的 集中 质量 ， 试 应 用 模 态 综合 法 求解 此 弦 的 前 两 阶 自 振 频 率 。 

7-8 ”试用 模 态 综合 法 求解 图 E7.7 所 示 的 质量 弹簧 系统 的 前 三 阶 国有 频率 。 为 方便 起 见 ， 取 
k=m=1。 并 与 习题 7-7 对 比 结构 的 交界 面 有 何不 同 ? 


k ak akakakak ak ak 
m m m m m m m 


图 E7.6 
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81 概 述 
这 一 章 将 从 理论 上 揭示 特征 值 的 内 在 关系 以 及 特征 值 的 一 些 性 质 ， 从 特征 值 
的 变 分 式 出 发 ， 给 出 并 证 明正 交 性 的 一 般 性 定理 、 计 数 定理 、 包 含 定理 等 。 从 理 
论 上 分 析 强迫 振动 的 物理 意义 , 为 进一步 掌握 结构 的 动力 特性 提供 理论 上 的 指导 。 
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1. 基本 概念 
考虑 线性 结构 的 固有 振动 问题 ， 并 针对 已 离散 的 具有 个 自由 度 的 集中 参数 
系统 。 


记 x 为 广义 坐标 列 阵 ， 天 为 刚度 矩阵 ，M 为 质量 矩阵 ，o? 为 固有 圆 频 率 ，4 
为 频率 参数 ， 且 
4 =? (8.2.1) 
忽略 机 械 能 的 损耗 ， 固 有 振动 方程 为 
 Kx— AMx = 0 (8.2.2) 
“在 振动 过 程 中 ， 结 构 中 储存 的 应 变 能 (势能 ) 和 动能 不 断 互相 转化 ， 其 中 应 变 能 


y=7 x K (8.2.3) 


T=7 AX Ms (8.2.4) 


动能 系数 为 
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E= xM (8.2.5) 


如 果 所 考虑 的 结构 没有 刚体 自由 度 ， 那 么 对 应 任 一 非 零 位 移 都 有 


xLKx>0 (8.2.6) 
此 时 天 是 正定 的 。 
如 果 该 结构 有 刚体 位 移 z= p 《go 可 能 是 不 只 一 列 的 高 阶 和 矩阵 ) ， 那 么 
Ke, = 0 (8.2.7) 
因而 
o Ko, = 0 (8.2.8) 


此 时 天 是 半 正 定 的 。 与 刚体 位 移 相 应 的 特征 值 是 
如 =0 | 
对 许多 结构 来 说 ， 有 振动 必 会 有 动能 ， 即 对 于 任意 的 非 零 x 都 有 
x Mx>0 (8.2.9) 


此 时 质量 矩阵 M 是 正定 的 。 | 

有 些 结构 的 某 些 自由 度 上 可 能 没有 质量 。 比 如 ， 在 有 限 单 元 法 中 ， 用 分 项 插 
入 法 求 得 的 非 一 致 质量 矩阵 常常 存在 无 质量 的 广义 位 移 。 即 使 在 弹簧 质量 系统 中 ， 
如 果 在 弹 竹中 间 设 一 结 点 ， 那 么 此 结 点 也 无 质量 ， 这 时 就 存在 非 零 的 位 移 
x=@, (@, 可 能 是 不 只 一 列 的 高 阶 和 矩阵 ) ， 使 
-0 l (8.2.10) 
成 立 ， 从 而 

o Mo. =0 (8.2.11) 


这 些 没有 质量 的 自由 度 叫 做 纯 静 态 自 由 度 。 

对 于 工程 结构 而 言 ， 刚 体位 移 mw 和 纯 静 态 位 移 p。 决 不 重合 。 后 面 的 讨论 ， 
如 无 特殊 说 明 ， 恒 假定 矩阵 束 (K, M) 不 仅 是 非 负 的 ， 并 且 是 正定 的 ， 即 对 于 任意 
的 x， 都 有 


x'Kx>0, xiMx>0 (8.2.12) 
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如 果 同 时 有 
x Kx=0, xl Mx=0 (8.2.13a) 
则 必 有 
x=0 (8.2.13b) 
对 于 这 类 系统 ， 特 征 值 是 离散 的 ， 并 且 是 非 负 的 。 
已 知 瑞 利 商 为 | 
T 
1 = 世人 (8.2.14) 
x Mx 


那么 ， 当 x 是 某 一 国有 振 型 的 精确 解 时 ， 瑞 利 商 给 出 特征 值 的 精确 解 。 
2. 特征 值 的 变 分 式 
从 瑞 利 商 式 (8.2.14) 出 发 ， 可 得 特征 值 的 变 分 式 


工 
a-st% (8.2.15) 
xx Mx 
WAT RIRE Anin MERRET Anao DAA 
T 
Amin = min 二 (8.2.16) 
x x 
Ana = max x Kx (8.2.17) 
ax x x Mx 
由 
51- Sx! Kx(xT Mx) — 6x' Mx(xT Kx) _ Sx! Kx— 6x' Mx- À 
(x! M) x! Mx 
令 
54=0 
BB 


Bx (Kx— AMx)=0 
式 (8.2.15) 取 驻 值 的 充 要 条 件 是 


ôx (Kx~ AMx)= 0 (8.2.18) 
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可 见 由 式 (8.2.2) 所 表示 的 代数 特征 值 问题 与 瑞 利 商 的 驻 值 问题 完全 等 价 。 但 
求 近似 解 和 推导 一 般 性 的 定理 时 ， 从 变 分 式 出 发 常常 比 从 代数 方程 出 发 更 方便 。 

如 果 x 是 某 一 特征 向 量 的 近似 解 ， 那 么 将 此 x 代入 式 (8.2.14) 就 得 到 相应 的 特 
征 值 。 这 种 求 近似 的 特征 值 方 法 即 为 瑞 利 法 。 特 征 值 既然 是 瑞 利 商 的 驻 值 ， 那 么 
当 所 设 的 zx 有 一 阶 小 量 的 误差 时 ， 由 瑞 利 商 得 到 的 近似 特征 值 就 只 有 二 阶 小 量 的 
误差 了 。 推 证 如 下 : 

WRS A, p 为 一 对 精确 的 特征 值 和 相应 特征 向 量 ， 而 


X=9+009 (8.2.19) 
为 一 近似 解 ， 其 中 59 为 一 小 量 ， 那 么 由 瑞 利 商 


_ (+5p) K(pt+69) _ vo' Kop+259' Ko+69' Köp 
(p+69) MO+5p) p Mo+269 Mo+69' Mo 
59'K89 
T T T 4+— T 
_ 49 Moe+2469 Mo+óo KŠo _ DO Mo+269 Mo 
DIMop+28pIMp+5pIM5p 5pIM5p 
DIMo+28pLIMo 


由 式 (8.2.20) EJ M, Ak 对 精确 解 的 误差 是 二 阶 小 量 ， 所 以 可 见 瑞 利 商 对 特征 
向 量 误差 的 不 敏感 性 ， 这 也 就 是 瑞 利 商法 常常 能 得 到 满意 结果 的 根本 原因 。 
3. 里 英法 

在 近似 计算 中 较 常 用 的 另 一 个 方法 是 里 区 法 。 在 里 效法 中 ， 先 将 特征 向 量 近 
似 的 表示 为 


Îr 


(8.2.20) 
l+ 


X= AY HPY +: +@,y, = Dy (8.2.21) 

其 中 
G=[m @ 1 @,] (8.2.22) 
y= V2 … yx, (8.2.23) 


而 p, 2 JU 7838 24 E BJ p| E (n 通常 远 小 于 N)，y 为 几 个 待定 的 常数 。 将 式 
(8.2.21) 代入 变 分 式 (8.2.15)， 得 


T 
A= st (8.2.24) 
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其 中 
A=@TK@, B=D'MOD (8.2.25) 


式 (8.2.24) 取 驻 值 的 条 件 即 是 
Ay- 4By=0 (8.2.26) 


这 样 在 应 用 里 芯 法 后 ， 人 们 可 以 把 原来 维 数 (WN ) 较 高 的 问题 近似 地 简化 为 维 
数 (z) 较 低 的 问题 。 

矩阵 4 和 如 是 用 里 茨 法 降 维 后 得 到 的 刚度 和 矩阵 和 质量 和 矩阵， 或 简称 里 茨 缩减 
刚度 矩阵 和 里 茨 缩减 质量 矩阵 。 如 果 2= N ， 那 么 式 (8.2.21)~ 式 (8.2.26) 便 是 坐标 
4. 正 交 性 证 明 

在 第 2 章 中 从 代数 特征 值 问 题 出 发 证 明了 特征 向 量 的 正 交 性 ， 并 已 看 到 正 交 


性 是 一 个 很 重要 的 性 质 ， 现 在 从 变 分 式 出 发 证 明 更 一 般 的 正 交 性 质 。 
D 44, (i 站 ) 的 情形 


令 Anp) 和 (4j,9j) 是 两 组 特征 解 ， 即 


. Keo,-AMge =0 (I=ij) (8.2.27) 
因而 有 
KD asij) (8.2.28) 
pı Mg, 
现在 取 
x=ag@, + Bo, | (8.2.29) 


且 用 里 欧 法 求 特征 值 。 将 式 (8.2.29) 代入 变 分 式 (8.2.24)， 得 


2 2 
A= st iKia +2iKioB + K B 


5 > (8.2.30) 
aß Ma? +2,K aB + M B 


其 中 
IK, =P Kg, 


M, =p] Mo, (I m=i,j) (8.2.31) 
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将 变 分 式 (8.2.30) 变 为 代数 方程 得 
¡Kia + ;K;P -AG Mia + M D) =0 
K G + K ,B- AGM a+ ;M;ß)=0 


(8.2.32) 


根据 前 提 条 件 


是 方程 式 (8.2.23) 的 两 组 解 ， 即 


K, _ 4, M, = 0, K; AM; =0 
(8.2.33) 
K; -4,;M; =0, K; - A, M, = 0 


HETAN, WRA ， 那 么 必 有 


iK =0， ;M,=0 (8.2.34) 


即 
OKoj =0, g Mo;=0 (8.2.35) 
2) 对 于 重 根 的 情形 


如 果 某 个 特征 值 4 是 特征 方程 的 m 重 根 ， 那 么 齐 次 方程 式 (8.2.2) 就 有 m 个 独 
立 的 解 。 设 它们 是 


X= [NW Wn] = (8.2.36) 
由 多 所 张 成 的 空间 是 与 4 对 应 的 特征 空间 。 一 般 来 说 ， 六 中 各 列 并 不 一 定 正 
交 ， 不 过 在 这 种 情况 下 ， 只 要 a 是 mxm 阶 的 非 奇 异 和 矩阵 ， 那 么 
e= wa (8.2.37) 
仍然 张 成 与 wy 相同 的 特征 空间 。 适 当地 选取 a， 总 能 够 使 
DIKDp= 对 角 阵 ， DIMo = 对 角 阵 (8.2.38) 


这 样 g 中 的 各 列 便 构成 特征 空间 中 的 正 交 基 ， 正 交 基 显然 不 止 一 组 。 
3) 对 于 pg, 存在 的 情形 
命题 ”任何 一 个 特征 列 阵 (或 空间 ) o, 都 与 纯 静 态 位 移 p, 正 交 。 
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证 Yie{1,… ,N} 使 得 
Kog;—- 1,Mo; = 0 
所 以 
P; KOs = MO Mo, =0 (8.2.39) 
对 于 任 取 的 一 组 独立 的 纯 静 态 位 移 ， 其 中 的 各 列 也 未 必 正 交 ， 但 和 重 根 的 情 
况 类 似 ， 通 过 适当 的 矩阵 变换 ， 能 够 使 g, 中 的 各 列 正 交 ， 即 
gLKgp = 对 角 阵 ， 2oIMo, = 0 (8.2.40) 
这 样 ，w 中 的 各 列 便 构成 纯 静 态 位 移 空间 中 的 一 组 正 交 基 ， 这 样 的 正 交 基 也 不 止 
一 组 。 
5. 一 些 规定 与 记号 
到 此 已 获得 了 三 种 列 阵 的 基本 概念 ， 即 特殊 列 阵 、 特 征 空间 中 的 正 交 基 、 纯 
静态 位 移 空间 中 的 正 交 基 。 现 在 约定 一 些 记 法 如 下 。 
D 记 儿 表示 特征 列 阵 和 特征 空间 中 的 正 交 基 , 与 ,对 应 的 特征 值 为 44。 依 
照 特 征 值 的 有 序 性 
ASAS <::: < 4, (8.2.41) 
在 同一 特征 空间 中 ， 如 果 g, 和 og， (i 二 站 ) 对 应 相同 的 特征 值 久 =4;， 那 么 它 


们 的 先后 顺序 可 任意 排 定 。 
(2) W 9 表示 纯 静 态 位 移 空 间 中 的 一 组 正 交 基 ， 其 中 的 各 列 记 为 


由 ,0 o2”, HH 
Po =L prp] (8.2.42) 


(3) 归 一 准则 约定 。 
对 于 g (itzo， 下 同 ) ， 一 律 按 动能 系数 为 1 归 一 化 ， 于 是 有 


p Mo, =1， @ Ke, =A (8.2.43) 
对 于 V。 ， 由 于 没有 动能 ， 只 能 按 应变 能 为 1， 于 是 有 

工 _ T 

OK Po => @Me,=0 (8.2.44) 


FP AREE, EE ppr Pn Po ERARO ERIE. XRJH 
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-是 指 gw 按 动 能 归 一 ，g, 按 应 变 能 归 一 。 由 这 组 基 构 成 的 矩阵 


@=[@ @ ` Pa Pal (8.2.45) 
称 为 广义 振 型 矩阵 ， 或 正则 模 态 矩阵 。 振 型 矩阵 能 同时 使 和 和 4M 对 角 化 如 下 : 
DKD = diag[1,,4,,: ,hh ,1,…,1] (8.2.46) 
TMO = diag[l,1,…,1,0,.…,0] (8.2.47) 
6. 展开 定理 
任意 一 个 列 阵 x 都 可 以 按 正 交 基 展开 为 
x=Dq = @,q, + Pla +-+ @,q, + Pola (8.2.48) 
系数 9 可 按 下 式 确定 ， 
q = Mx (i=1,2,.,n) (8.2.49) 
qo = Pa Kx (8.2.50) 


由 于 应 变 能 和 动能 系数 是 x BJ U IK 3, A, — OU S IA PE 26 H 
但 如 果 把 x 表 示 为 正 交 双 归 一 基 的 线性 组 合 ， 如 式 (8.2.48) 所 示 ， 那么 应 变 能 和 动 
能 系数 便 可 以 登 加 ， 即 


x Kx=>` 442 + qq (8.2.51) 
i=1 
x Mx = > q (8.2.52) 


i=1 
IEE H TREE 138 Z 3k WJ u 85 IPE, TEREX ENEE (8.2.48) 
在 许多 问题 的 研究 中 显得 特别 重要 。 
83 强迫 振动 
1. 预 解 式 


考虑 多 自由 度 系统 在 简 谐 载荷 作用 下 的 强迫 振动 问题 。 令 外 载 为 RR*'， 响 应 
为 xei*' ， 振 幅 * 满足 下 列 代数 方程 ; 
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(K-AM)x= f, A4=0 (8.3.1) 
由 此 ， 可 得 到 形式 解 为 
x= R(A)f (8.3.2) 
其 中 
R(A)=(k- AMY ' (8.3.3) 


FERE (k AM) 即 为 所 谓 的 动 刚度 矩阵 , SEE RC) 即 为 动 柔 矩 阵 , 又 叫做 预 解答 阵 ， 
RR 中 的 元 素 R 为 了 上 的 单位 力 在 ; 处 引起 的 位 移 。 

如 果 系 统 维 数 不 大 时 ， 那 么 用 解 联 立 方程 的 方法 ， 或 用 求 着 矩阵 的 方法 便 可 
以 求解 。 但 如 果 需 要 分 析 计算 4 对 x 的 影响 ， 那 么 对 许多 个 4 值 分 别 进行 计算 就 
不 胜 其 繁 。 这 时 需要 把 RCH) 表示 成 便于 计算 的 函数 式 ， 即 


R(2)= See +o. oÍ (8.3.4) 


i=] 4, 


下 面 用 式 (8.2.45) 所 定义 的 振 型 矩阵 到 证 明 式 (8.3.4) 成 立 。 
证 HD- 06 see R, 得 


DIRO = $! (K - AM)@ = diag|A, — 1,42, -Ap Ap Al,.,1] (83.5) 
对 其 求 逆 ， 有 


-1 pr pT- 1 1 T 
R(@ = dia 一 一 一 11G (8.3.6) 
© = 1 mA | 


将 式 (8.3.6) 左 乘 王 右 乘 @L ， 消 去 等 式 左边 的 @ ， 最 后 得 


1 1 
R = Odia 一 一 ,pT 8.3.7 
P= wasay | (83.7) 


将 式 (8.3.7) 写成 求 和 的 形式 ， 即 是 式 (8.3.4) 。 
将 式 (8.3.4) 代入 式 (8.3.2) ， 得 到 响应 的 表达 式 为 


n T 
x= ye) +@,(@,) (8.3.8) 
i=l i 


这 个 式 子 把 动 响应 表达 为 各 个 固有 振 型 的 动 响应 与 纯 静态 位 移 的 静 响 应 的 会 加 。 
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2. 讨论 
(1) ï 
4=4， 且 gfo (8.3.9) 


时 ， 由 于 式 (8.3.8) 中 有 一 个 分 数 等 于 ， 因 而 x 也 等 于 %， 这 种 情况 在 力学 上 叫 
做 共振 。 按 照 代数 学 中 严格 的 说 法 ， 应 该 说 这 时 的 响应 x 不 存在 。 
(2) 当然 ， 并 不 是 当 外 加 频率 等 于 固有 频率 时 总 有 共振 发 生 。 设 4 是 特征 方 
程 的 单 根 ， 如 果 
A=, H @f=0O0 (8.3.10) 


那么 共振 不 会 发 生 。 这 是 因为 ， 0/0 是 一 个 不 确定 的 量 ， 式 (8.3.8) 成 为 
n T 
x=9,9, + 7 ACP oN) (8.3.11) 
i=1 1-4 
NP, q, 为 一 个 不 确定 的 常数 ， 此 式 的 第 一 项 是 齐 次 方程 
(K-4,M)x=0 (8.3.12) 


的 通 解 。 而 后 面 的 项 是 方程 式 (8.3.1) 的 一 个 特 解 。 
(3) WR A, 是 特征 方程 的 重 根 ， 令 


A= Amn = 4, (8.3.13) 

MERKI A 5 1, 不 等 。 这 时 如 果 
4=4， 且 [wm = op, Az0 (8.3.14) 

那么 便 会 发 生 共 振 。 
(4) 如 果 

4A=4, B [e = PTA=0 (8.3.15) 

那么 ， 便 不 会 发 生 共振 ， 而 且 有 ， 
x=@,q, + + nq + > D. QL (8.3.16) 


il... ,m 
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式 中 ，g,,…,g 为 不 定常 数 。 式 (8.3.16) 中 的 前 几 项 是 齐 次 方程 式 (8.3.12) 的 通 解 ， 
而 其 余 的 项 是 方程 式 (8.3.1) 的 一 个 特 解 。 

(5) 载荷 是 分 布 的 情况 。 

考虑 分 布 情况 与 了 相同 的 一 类 外 载荷 pf ,其 中 也 为 一 个 可 变 的 参数 , 参数 p 
可 看 作 一 个 广义 力 ， 而 f 规定 了 它 的 分 布 情况 。 与 p=1 对 应 的 广义 位 移 w (也 就 
是 与 p 对 应 的 动 柔 度 ) 定义 为 : 


u= fx (8.3.17) 
W u WJ OTT AE: 


u T T 
u=5 OPT fo 91 f (8.3.18) 
i=l 4,-4 

当 外 载荷 的 频率 VA 变化 时 ，z 是 4 的 函数 ，x -4 将 给 出 所 谓 的 频率 响应 函数 。 
假定 所 有 的 o! f 都 不 等 于 零 ， 将 z 随 4 变化 的 曲线 绘 在 图 8.3.1 中 。 


(a) 无 刚体 自由 度 ， 无 纯 静 态 自由 度 (b) 有 刚体 自由 度 ， 无 纯 静 态 自 由 虚 


' 
1 
1 
I 


(c) 无 刚体 自由 度 ， 有 纯 静 态 自由 度 
图 8.3.1 典型 的 频率 响应 曲线 


当 无 刚体 自由 度 时 ，w(0) >0: 

当 有 刚体 自由 度 时 ，w(0)=-%; 

当 无 纯 静 态 自 由 度 时 ，x(co)=-0; 

当 有 纯 静 态 自 由 度 时 ，x(oo) = 一 个 有 限 值 。 

当 4 在 某 个 特征 值 久 的 附近 时 ，|lzi| 一 般 就 很 大 ， 这 便 是 所 谓 的 共振 。 要 使 
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共振 不 发 生 ， 则 式 (8.3.10) 或 式 (8.3.15) 必须 得 到 满足 ， 即 外 载荷 不 在 相应 的 振 型 
上 做 功 。 在 有 共振 时 ， 当 4 跨 过 特征 值 4 IF, u 从 +eo 跳 到 -co 。 在 其 他 地 方 ，z 
是 4 的 递增 函数 。 

从 图 8.3.1 可 以 看 到 ， 在 式 (8.3.18) 中 出 现 的 相 邻 丙 个 固有 频率 之 间 ， 必 有 一 
个 频率 使 

u=0 (8.3.19) 

这 就 意味 着 ， 不 论 载荷 的 幅 值 有 多 大 ， 相 应 的 广义 位 移 为 零 。 这 样 的 频率 叫做 反 

有 些 结构 的 振动 试验 规范 规定 ， 加 力 点 的 振动 幅 值 x 必 须 达 到 一 个 事前 指定 
的 值 ， 如 果 出 现 反共 振 ， 必 然 导 致 振动 台 (或 激 振 器 ) 中 的 电流 过 大 和 结构 中 其 他 
点 的 振幅 过 大 ， 造 成 试验 设备 和 试 件 的 损坏 。 
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对 于 大 多 数 实际 问题 ， 人 们 难于 求 得 特征 值 的 精确 解 ， 而 只 能 求 得 近似 值 。 
这 样 无 论 是 实用 上 的 理由 , 还 是 理论 上 的 原因 ,都 希望 能 给 出 近似 值 的 误差 估计 ， 
即 给 出 特征 值 的 上 下 限 。 比 较 常用 的 方法 是 利用 Collatz 包含 定理 。 
1. Collatz 定理 


设 4 是 一 个 六 阶 的 实 对 称 正定 或 半 正 定 的 矩阵 ，4 的 标准 特征 值 问题 由 下 式 
给 出 : 


Ax-Ax=0 (8.4.1) 
令 x 是 一 个 适当 选取 的 列 阵 ， 则 
Ax=y=[), yyy] (8.4.2) 
再 记 
I=}, 4 =minl,, A*=maxl, (8.4.3) 
7 x; j j 7 
那么 ， 在 区 间 


4 <4<1' (8.4.4) 
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内 ， 至 少 有 一 个 特征 值 。 
这 个 定理 可 以 由 下 面 的 两 个 包含 定理 来 证 明 。 


2. 质量 包含 定理 
对 于 一 组 给 定 的 量 4,7…,1,， 如 果 齐 次 方程 
Kx-(I M +L M, +: +I, M,)x= 0 
有 非 零 解 ， 那 么 广义 本 征 值 问题 方程 式 (8.2.2) 在 区 间 
A <A<4' 
内 至 少 有 一 个 本 征 值 ， 其 中 


4 =min/,, 4 =maxl, 
j 了 


证 考虑 一 个 新 的 本 征 值 问题 
Kx- ulh M, +M, +: +I M,)x=0 
HP u HAME. WR IFEN (8.4.8) 有 一 个 本 征 值 ( 设 为 u, ) 284 


Hx =1 


(8.4.5) 


(8.4.6) 


(8.4.7) 


(8.4.8) 


(8.4.9) 


设想 把 1, 看 作 可 变 的 参数 ， 而 把 yi 看 作 1; 的 函数 ， 因 为 M; 都 是 半 正 定 的 矩阵 ， 
所 以 /增加 时 ji 减 小 或 不 变 , 而 1 减 小 时 pi 增加 或 不 变 , 因此 能 够 做 到 让 较 小 的 
几 个 增加 ， 较 大 的 几 个 7, 减 小 ， 而 保持 p 不 变 ， 在 极端 情况 下 所 有 的 1 都 趋 于 


一 个 公共 值 4 。 


Kx~-uAM + M, +…+HMx=0 


的 一 个 本 征 值 jw =1， 即 齐 次 方程 
Kx-A(M, +M, +---+ M,)x= 0 
有 非 零 解 ， 证 毕 。 


当 M 为 对 角 和 矩阵 时 ， 取 s=N， 并 且 使 M ;分别 只 有 一 个 主 元 不 等 于 零 ， 这 
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样 质量 包含 定理 便 退 化 到 上 面 介绍 的 Collatz 讨论 过 的 情况 , 所 以 质量 包含 定理 是 
Collatz 包含 定理 的 推广 。 
3. 刚度 包含 定理 

对 于 一 组 给 定 的 量 1, 疡 … 改 ， 如 果 齐 次 方程 


和 (8.4.10) 
S 


有 非 零 解 ， 那 么 广义 本 征 值 问题 方程 式 (8.2.2) 在 区 间 
A <A<A! (8.4.11) 
内 至 少 有 一 个 本 征 值 ， 其 中 


4 =min/;, 4: = max 1 (8.4.12) 
j j 
此 定理 的 证 明 很 容易 ， 把 原来 的 问题 改写 成 为 


Me -= Kx=0 (8.4.13) 


使 可 以 从 质量 包含 定理 导出 刚度 包含 定理 。 
Collatz 定理 特别 适用 于 判定 迭代 法 得 到 的 近似 解 的 精度 。 
常用 的 适 代 格式 是 


yD Ax 或 xD = 41xO (8.4.14) 


根据 前 后 相 邻 两 个 近似 列 阵 的 对 应 元 素 的 比值 ， 可 以 决定 特征 值 的 上 下 限 。 
当 上 下 限 足够 接近 时 ， 特 征 值 便 已 达到 了 满意 的 精度 ， 送 代 可 以 终止 。 

在 广义 特征 值 问题 中 ， 如 果 M 是 一 个 对 角 阵 ， 那 么 可 以 用 一 个 简单 变换 将 广 
义 特征 值 问题 变换 成 标准 特征 值 问题 ， 因 而 也 就 有 简单 的 包含 定理 。 但 对 于 一 般 
的 广义 特征 值 问题 ， 用 对 比 KX 和 MX 的 对 应 元 素 的 办 法 不 一 定 能 得 到 特征 值 的 
上 下 限 。 下 面 介绍 适用 于 广义 特征 值 问题 的 包含 定理 。 
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8.4 节 介 绍 的 标准 特征 值 问题 的 Collatz 包含 定理 与 坐标 系 的 取 法 有 关 。 因此 ， 
在 这 个 定理 中 ， 近 似 解 并 未 充分 发 挥 作用 。 需 要 指出 ， 如 果 选 择 有 利 的 坐标 可 以 


.240. 83 结构 动力 学 系统 加 有 特性 理论 


导出 更 加 精细 的 包含 定理 ， 并 且 还 能 够 把 其 他 儿 种 常用 的 定理 联系 起 来 。 


1. 标准 特征 值 问题 
标准 特征 值 问 题 式 (8.4.1) 可 以 看 作 一 个 维 空间 中 的 线性 变换 的 特征 值 问 
。 记 这 个 空间 中 的 矢量 为 uu， 线性 变换 记 为 7。 那 么 线性 算 子 了 的 特征 值 问题 


ma ga 


Tu — Au = 0 (8.5.1) 


8.4 节 中 的 列 阵 x AURERE A 可 以 分 别 看 作 u 和 了 在 某 一 给 定 坐 标 系 中 的 矩阵 表示 。 
从 矢量 空间 看 ， 特 征 值 4 及 相应 的 特征 向 量 w 为 与 坐标 系 的 取 法 无 关 的 量 。 
在 某 一 坐标 系 中 给 出 近似 列 阵 x ， 也 就 给 出 了 近似 矢量 让， 同时 也 给 出 了 在 其 他 
任 一 坐标 系 中 的 近似 列 阵 。 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 冯 的 列 阵 有 不 同 的 表示 ， 因 而 根 
据 式 (8.4.4) 将 得 到 不 同 的 上 下 限 的 值 。 因 此 ， 完 全 有 可 能 选取 有 利 的 坐标 系 以 求 
得 较 好 的 上 下 值 。 这 里 将 给 出 一 种 最 有 利 的 坐标 系 ， 所 得 到 的 上 下 限 的 精度 与 维 
KANER, FAEERE. 
S u 是 给 定 的 近似 的 特征 矢量 ， 在 某 坐 标 系 中 与 4 对 应 的 矩阵 为 x。 再 记 
v = Tu (8.5.2) 


与 vy 对 应 的 列 阵 是 y= 4x 。 矢 量 uv 之 间 的 夹 角 a 可 由 式 (8.5.3) 决定 。 


T 
=- 一 一 (8.5.3) 


e ull Jeon 


如 果 cosc =+1,， 即 ww， 那么 & 便 是 某 一 精确 解 , 不 存在 求 特征 值 的 上 下 限 问 题 。 
当 w/v 时， 二 矢量 决定 一 个 平面 ， 如 图 8.5.1 所 示 。 


图 8.5.1 二 矢量 决定 的 平面 


这 时 , 一 种 有 利 的 坐标 系 是 把 国 轴 ( 指 新 取 的 坐标 系 , 下 同 ) 取 在 z, "平面 上 ， 
而 x 轴 与 矢量 u 的 夹 角 9 暂时 不 作 规定 。 至 于 其 他 的 坐标 轴 x,、…,x, 仍 可 随意 选 
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取 ， 不 作 规定 。 在 mv 平面 上 再 取 一 过 渡 坐 标 轴 y ， 如 图 8.5.1 PAR. $y 的 方 
向 余弦 为 


y=[0,y yN] (8.5.4) 


#E F3ARAWBRARrH, uM v 的 列 阵 为 


n=|u|[cosO,y, sinO,.…, yw sin 0] (8.5.5) 
v =| v ||[cos(0 + a), y, sin(0 +æ), yy sin(O +a)" (8.5.6) 


RE u My 虽然 各 有 六 个 投影 ， 但 对 应 投影 的 比值 却 只 有 两 个 ， 分 别 为 


l _ [v| cos(O+0) (8.5.7) 
Ju] cos 
L, _ I| sin(@+a) (8.5.8) 


ju] sin@ 
这 样 根据 Collatz 包含 定理 ， 在 1 与 1, 之 间 至 少 有 一 个 特征 值 。 
公式 中 的 9 尚未 确定 。 容易 看 到 ,如果 把 9 换 成 (06+m/2)， 就 相当 于 把 i 和 
的 公式 互 换 ， 这 显然 不 影响 上 下 限 的 值 。 因 此 ， 不 破坏 一 般 性 ， 取 8 的 范围 为 


0<8<Ž (8.5.9) 
2 
在 这 个 范围 内 ， 有 
_ | 2sinc 
l-h uj an2a” (8.5.10) 
因此 ， 改 进 的 包含 定理 如 下 所 述 ， 
在 下 列 区 间 内 至 少 有 一 个 特征 值 ， 
A <14<1' (8.5.11) 
其 中 
an = 171 cos +a) (8.5.12) 
juj cos 
at =l sin(@+ a) (8.5.13) 


juj] sin@ 
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令 


u-v x y x Ax 


AR = 一 一 = 


4, 
-_ mz cos(0 +a) 
4 = Jaa cosĝ 


1+ 二 Jit, sin(0 +æ) 


sin@ 


从 式 (8.5.19) 和 式 (8.5.20) 中 消去 0 ， 得 


AtA A (At +AT) + ARA, = 0 


(8.5.14) 


(8.5.15) 


(8.5.16) 


《8.5.17) 


(8.5.18) 


(8.5.19) 


(8.5.20) 


(8.5.21) 


在 式 (8.5.12)、 式 (8.5.13)、 式 (8.5.19)~ 式 (8.5.21) 中 ， 除 了 不 定 参 数 9 以 外 ， 
只 出 现 列 阵 x 和 yy 的 整体 特性 而 不 出 现 它 们 的 元 。 所 以 这 些 公式 者 与 坐标 的 取 法 


无 关 ， 即 它们 是 不 变形 式 的 包含 定理 。 


从 式 (8.5.19) MA (8.5.20 可 以 看 到 ， 上 述 定理 给 出 的 上 、 下 限 是 有 联系 的 。 
改变 9 的 值 ，4 及 人生 或 同时 增加 ， 或 同时 减少 ， 各 种 可 能 的 (4 ,入 ) 的 值 所 形成 
的 昌 线 是 双 曲 线 的 一 个 分 支 ， 如 和 图 8.5.2 所 示 。 因 些 ， 只 能 选取 一 个 适中 的 0 (8 38 


顾 上 、 下 限 。 下 面 讨论 五 种 选 法 。 


图 8.5.2 上 、 下 限 所 形成 的 曲线 
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第 一 种 选 法 : 

使 上 、 下 限 的 比值 最 接近 1， 即 
4 _tan(9+Q) -最 小 (8.5.22) 
A tan @ l 


应 注意 ， RA >A, PAAA >1， 使 比值 接近 于 “1”， 即 是 使 比值 最 小 。 
对 式 (8.5.22) 求 导 ， 得 驻 点 值 为 


sin2(0 +a) =sin20 (8523) 
即 
9-7-2 (8.5.24) 
4 2 


A = A Ar en| 2-2) (8.5.25) 


T Q 
At = 和 Ar oa [2-2] (8.5.26) 
A =A +, EREN — Ag) (8.5.27) 


式 (8.5.2) 相当 于 图 8.5.2 中 的 五 点 ， 它 是 从 原点 作 双 曲线 的 切线 而 得 到 的 切 点 。 
第 二 种 选 法 : 
使 上 、 下 限 的 差距 最 小 ， 即 使 式 (8.5.10) 的 右 端 最 小 。 这 时 应 该 取 


0= (8.5.28) 


工 
4 


A7 = Ag + J2R(Á, — Aa) (8.5.29) 


这 个 公式 相当 于 图 8.5.2 中 的 玉 点 ， 它 是 双 曲 线 等 倾 线 的 切 点 。 

第 三 种 选 法 : 

如 果 不 仅 知道 近似 的 特征 列 阵 x， 而 且 还 知道 近似 的 特征 值 和 人， 那么 就 可 以 
有 意识 地 把 和 放 在 包含 定理 所 预示 的 区 间 的 中 点 ， 即 
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了 (4- +4:)= 4° (8.5.30) 


从 式 (8.5.21) 与 式 (8.5.30) 中 可 以 解 得 


AF =A" FA -2 和 4 入 二 有 和 (8.5.31) 


如 果 把 作 看 作 可 变 的 ， 那 么 ， 由 式 (8.5.19) 和 式 (8.5.20) 可 知 ，0 与 人 的 联系 
为 


p ROO +a) +a) 
4 =. A,A (8.5.32) 
sin20 


第 四 种 选 法 : 

如 果 要 计算 第 i 个 特征 值 入 的 下 限 ， 并 希望 它 大 一 点 ， 那 么 必须 同时 允许 上 
限 也 大 一 点 。 但 如 果 上 限 太 大 就 可 能 把 下 一 个 特征 值 4 包含 在 区 间 内 反而 把 想 
求 的 石 放 过 了 。 所 以 4 也 不 能 取得 太 大 。 如 果 事 先 也 知道 了 下 一 个 特征 值 4 的 
下 限 入 4， 那么 就 可 以 把 力 的 上 限 取 在 入 !， 即 取 


Ar = Ai (8.5.33) 
于 是 式 (8.5.21) 给 . 
_ aa 1 
4- 4 (8.5.34) 
4, ii 1 
hp 


第 五 种 选 法 : 

如 果 希 望 上 限 小 一 些 ， 那 么 必须 同时 允许 下 限 也 小 一 些 。- 但 下 限 太 小 可 能 
前 一 个 特征 值 4 | 包含 在 区 间 内 而 把 想 求 的 加 放 过 了 。 所 以 二 也 不 能 取得 太 小 。 
如 果 事 先 也 知道 前 一 个 特征 的 上 限 入 :|， 那 么 就 取 


A =A (8.5.35) 
这 时 ， 式 (8.5.21) 给 出 
l-4 
At 1, . 
1 T 2 (8.5.36) 
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(1) 上 面 介 绍 的 一 些 上 、 下 限 公 式 ， 是 在 只 给 出 x 和 y= Ax 两 个 列 阵 的 条 件 
下 所 能 得 到 的 最 优 估计 。 这 就 是 说 ， 只 要 入 和 外 再 稍微 靠近 一 点 ， 那 么 其 间 就 
可 能 不 存在 特征 值 了 。 

(2) 上 面 讨论 的 几 种 包含 定理 都 只 适用 于 标准 特征 值 问题 。 


2. 广义 特征 值 问题 


由 
Kx-AMx=0 (8.5.37) 
(1) 5M 为 正定 矩阵 时 ， 可 以 把 M 化 为 单位 矩阵 。 存 在 非 奇异 的 变换 @， 使 
DMD=1 (8.5.38) 


成 立 。 这 样 的 变换 矩阵 有 无 穷 多 个 , 但 借助 其 中 的 任意 一 个 都 可 进行 如 下 的 推导 。 
HEREDI K, M ,x 作 如 下 变换 : 


DIKD=A4, K=(0) Ap]! (8.5.39) 
DMOD=I, M=(5 p]! (8.5.40) 
Dx=g, x=Dg (8.5.41) 


代入 式 (8.5.37) ， 方 程 变 为 
Aq—-4q=0 (8.5.42) 


对 于 这 个 对 称 和 矩阵 的 标准 特征 值 问 题 ， 可 以 应 用 前 述 的 包含 定理 。 
由 原来 给 出 的 近似 解 x 可 求 得 新 间 题 中 的 近似 解 4， 根 据 4 便 可 进一步 计算 
FRA: 


T T 
A 
入 = 全 经 = 所 < (8.5.44) 
qq xM 


_ n n q AlAq x'KM lIKx 


= (8.5.45) 
qn q'Aq x! Mx 


名 
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a Ey (8.5.46) 


lgl 


_ qn _ x! Kx _ AR 
oa Tonn N Ma KM Kx NA, 
qq Nx Mx q 

根据 这 样 定 义 的 gc , Ags Ag? 前 面包 含 定 理 的 公式 仍然 成 立 。 
(2) 当天 为 正定 抢 阵 时 ， 可 以 把 天 化 为 单位 矩阵 。 存 在 变换 矩阵 w ， 使 


(8.5.47) 


wl Ky =I (8.5.48) 


这 样 的 变换 从 阵 也 有 无 穷 多 个 ， 不 妨 取 其 中 的 任意 一 个 进行 下 面 的 推导 。 
用 六 对 天 ,M xz,4 作 如 下 变换 : 


yiKy=I, K=( ll (8.5.49) 
wiMy= A, K=) A! f (8.5.50) 
Vx=g, x=wq (8.5.51) 
ra 1 (8.5.52) 
于 是 式 (8.5.47) 成 为 
Aq-uq=0 (8.5.53) 


对 于 由 上 式 定义 的 标准 特征 值 问 题 ， 可 以 应 用 前 述 的 包含 定理 。 由 原来 给 出 
的 近似 解 x 可 求 得 新 问题 中 的 g 。 根 据 g 又 可 进一步 计算 以 下 各 值 : 


n= Aq (8.5.54) 
T T 
q Aq x Mx 1 
_ (8.5.55) 
HR q'q xT Kx Ar 
n'y q'ATAq x MK Mx 1 
Hs =- 5 p U S r T = — (8.5.56) 
qm 949 xM A 
À 
cosa = ZR = | (8.5.57) 


8.6” 实 对 称 和 矩阵 的 非 正 特征 值 数 。247。 


代入 前 面 的 公式 得 
7, eta) +a) 
A` = JAgå (8.5.58) 
cosO 
at = JA A PED (8.5.59) 
sing 
AtA -ALATA )+ ARA = 0 (8.5.60) 


同 理 ， 可 以 给 出 最 近 比 值 上 、 下 限 为 


= - 4.) (8.5.61) 
最 小 差距 上 、 下 限 为 | 
AF =A, z JA (A, - 4.) (8.5.62) 


近似 值 的 上 、 下 限 为 


AF = A, + |22 -2A,A. + ARA, (8.5.63) 


给 出 后 一 个 本 征 值 的 下 限时 ， 有 


A. k —_ (8.5.64) 
如 Aia 1 
给 出 前 一 个 本 征 值 的 上 限时 ， 有 
_ 4-1 
AZ. 和 (8.5.65) 
ir a Ah 
A 
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特征 值 问题 
(A-uB)x=0 (8.6.1) 


式 中 w 和 x 为 待 求 的 特征 值 和 特征 向 量 。 由 于 4 并 没 限 定 是 正定 的 矩阵 ， 那 么 方 
程式 (8.6.1) 就 可 能 有 负 的 或 等 于 零 的 特征 值 。 方 程式 48.6.1) 的 负 的 以 及 等 于 零 的 
特征 值 个 数 ( 如 有 重 特征 值 时 按 重 数 计算 ) 定义 为 对 称 和 矩阵 4 的 非 正 特征 值 数 ， 记 
X N(A) 。 

这 里 需要 指出 , 特征 值 j 的 大 小 与 4,8B 都 有 关 , 但 非 正 特征 值 的 个 数 却 只 与 
4 有关 ， 而 与 B 无 关 。 证 明 如 下 。 

首先 方程 式 (8.6.1) 的 零 特征 值 的 个 数 与 无 关 。 其 次 ， 对 于 非 正 特征 值 u, 
它 的 大 小 随 B 的 改变 而 改变 。 但 当 8B 保 持 为 正定 时 ，j4 是 8 的 连续 函数 。 因 此 ， 
如 果 正 的 或 负 的 特征 值 数 有 变化 ， 必 须 有 某 个 特征 值 能 跨 过 零 。 但 零 特 征 值 的 个 
数 与 互 无 关 而 保持 不 变 ， 因 而 非 零 特 征 值 不 可 能 跨 过 零 。 由 此 可 知 ， 当 已 变 化 时 ， 
HA u 只 能 在 负 的 范围 内 变化 , 正 的 4 只 能 在 正 的 范围 内 变化 。 亦 即 方程 式 (8.6.1) 
负 的 、 零 、 正 的 特征 值 数 ， 都 只 与 4 有 关 而 与 8 无关。 

求 N(4) 一 般 并 不 按 定义 去 做 ， 下 面 介绍 一 种 较 简 便 的 方法 。 

将 矩阵 4 作 分 解 得 

A= LDL' (8.6.2) 


其 中 ， 工 为 非 奇 异 矩 了 泗 ，D 为 对 角 和 矩阵 。 这 样 的 分 解 当然 不 是 唯一 的 。 当 4 是 非 
奇异 时 ， 使 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ， 这 时 D 的 对 角 线 上 非 正 元 的 个 数 便 是 N(4) 。 
证 选取 


B= LL" (8.6.3) 
方程 式 (8.6.1) 成 为 
(LDL -AHPJx=0 (8.6.4) 
ML 前 乘 此 式 ， 并 令 
Ix=y, xz=(Z) ， (8.6.5) 


便 有 . 
(D-1D)=0 (8.6.6) 
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由 此 可 见 , 当 B 取 为 式 (8.6.3) 的 特殊 形式 时 ,DD 的 对 角 线 上 的 元 便 是 特征 值 。 
所 以 4 的 负 、 零 、 正 特征 值 数 分 别 等 于 万 对 角 线 上 负 、 零 、 正 元 的 个 数 ， 即 


N(A =N(D) =D 的 对 角 线 上 非 正 元 的 个 数 (8.6.7) 
以 上 的 证 明 过 程 还 给 出 了 这 样 一 个 结论 : 如 果 两 个 对 称 矩 阵 互 为 合同 变换 ， 
那么 它们 具有 相同 个 数 的 负 、 零 、 正 特征 值 数 。 这 个 结论 称 为 西 尔 维 斯 特 惯性 律 。 
87 ”基于 动 刚度 的 特征 值 计 数 法 


如 果 说 特征 值 的 包含 定理 是 确定 某 区 间 内 有 无 特征 值 ， 那 么 计数 定理 则 是 确 
定 某 区 间 内 究 竞 有 多 少 个 特征 值 。 
设 已 给 定 一 个 线性 振动 系统 ， 如 系统 的 特征 值 计数 函数 (4) 定义 为 


JAD = FRET A 的 特征 值 的 个 数 (8.7.1) 
那么 在 区 间 | 
A < A< 24 (8.7.2) 
内 ， 特 征 值 的 个 数 便 是 


J(4')-J(A ) (8.7.3) 
考虑 广义 特征 值 问题 
(Kx— ÀAMx)= 0 (8.7.4) 
现 对 4 作 一 平移 
A=åã*+u (< 时 ， 人 <0) (8.7.5) 
得 
(4-uM)x=0 (8.7.6) 
其 中 
A=K-AM (8.7.7) 


在 M 为 正定 矩阵 的 情况 下 ， 方 程式 (8.7.6) 与 式 (8.6.1) 属于 同一 类 型 。 由 此 可 
见 ， 式 (8.7.4) 的 小 于 或 等 于 1 的 特征 值 数 .7(47) 等 于 方程 式 (8.7.6) 的 非 正 特征 值 
数 N(K 一 AM)。 写 成 算式 为 


.250. 第 8 章 结构 动力 学 系统 固有 特性 理论 


TNA)=N(K-AM) (8.7.8) 


将 式 (8.7.8) 与 式 (8.6.7) 结 合 在 一 起 ， 便 得 到 一 种 简单 的 特征 计数 法 。 

如 果 M 是 半 正 定 ， 那么 式 (8.7.6) 与 式 (8.6.1) 不 属于 同一 类 型 。 上 面 的 推理 便 
不 再 成 立 。 

考虑 一 个 新 的 特征 值 问题 


(K-AM)y-uBy=0 (8.7.9) 


EP B 8 F Af.X EENE, yA y AFER AIR WEAR E Jn] Ëz , 24 B 
选 定 后 ，4 是 4 的 函数 ， 当 4 等 于 原 系统 的 某 一 特征 值 时 ，A 有 一 个 特征 值 等 于 
零 。 由 于 M 是 非 负 的 ， 当 4 增加 时 ，4 必 随 之 减 小 或 不 变 。 当 4 从 小 到 大 逐渐 增 
加 ， 每 跨 过 原 系 统 的 一 个 本 征 值 时 ，A 必 有 一 个 特征 值 从 大 到 小 跨 过 零 ， 即 
(K -4M) 增 加 了 一 个 非 正 特征 值 。 由 此 可 见 在 


41, <4< 4 
的 范围 内 的 特征 值 数 为 
SN) J(A)= N(K -2"M)—- N(K -1M) (8.7.10) 
MI 1 B 8k j. EBEA 以 下 没有 原 系统 的 特征 值 ， 即 取 尹 为 原 系统 的 
特征 值 的 下 限 为 
1 <4 (8.7.11) 
则 
J(0)= N(K -A M)-N(K -4,M) (8.7.12) 


A (8.7.12) ÆR (8.7.89) 的 推广 。 实 际 上 当 MAEEN, REE 4 W 228482 K 
的 负数 ， 必 能 使 
N(K -4M)=0 


这 样式 (8.7.12) 便 退 化 为 式 (8.7.8) 。 


8.8 ”基于 凝聚 动 刚 度 的 特征 值 计 数 法 
考虑 一 个 nn 自由 度 的 系统 


88 ”基于 凝聚 动 刚度 的 特征 值 计数 法 251: 


(K-AM)x=0 (8.8.1) 
这 里 只 考虑 天 为 非 负 的 情况 。 令 此 系统 的 特征 值 计 数 函数 为 ,CD , WER (8.7.12) 
有 
J, (A) =N(K -A M)-N(K-4M) (8.8.2) 
Et, 4 AERARII FEB. AA KIER, MA a RA, A 


N(K -4M)=0 


J (A) =N(K — 1 M) (8.8.3) 


Hix, K, MHT Fat: 


Kaa I a Ka AK | H =0 (8.8.4) 
Ka —AMa Kop -AM JL” 
其 中 x Ma, 分 别 为 具有 7 个 和 (n-7) 个 元 的 列 阵 。 
如 果 在 原 系统 上 施加 rx 个 约束 
xs=0 (8.8.5) 
于 是 得 到 一 个 (n 一 r) 个 自由 度 的 新 系统 ， 其 振动 方程 是 
(Kpa — AMss )xs =0 (8.8.6) 


若 令 此 新 系统 的 特征 值 计数 函数 为 J,(4")。 下 面 分 析 J(4*) 和 J (A) 关系 。 
设 4 不 是 新 系统 式 (8.8.6) 的 特征 值 。 这 时 ， 对 原 系 统 可 以 从 方程 式 (8.8.4) 中 
的 第 二 式 解 出 
x, =—(K,, -AM p) (Ku -AM p) x, (8.8.7) 
将 此 式 代入 式 (8.8.4) 的 第 一 式 ， 得 
D, (A)x, =0 (8.8.8) 
其 中 
D. (A) = Kaa = AM aa = (K; = AM a XK,, 7 AM,,) (K, = AM,,) 
(8.8.9) 
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和 矩阵 D_ (4) 称 为 原 系 统 凝 聚 到 自 由 度 x, EARR DREE RE. 
4 A 不 是 新 系统 的 特征 值 时 ， 有 
J,(4')=J,Q NID (A) (b=n-r) (8.8.10) 
当 4 不 是 新 系统 的 特征 值 时 ， 作 变量 代 换 
x=Gy, y=G x (8.8.11) 


其 中 


I 0 
G= I ; pT (8.8.12) 
(Kyy -AM,,) (KO AM) L, 


而 三 为 m 阶 的 单位 和 矩阵。 以) 为 新 的 待 求 列 阵 ， 那 么 原 系 统 的 方程 变 为 


D'(2)y = 0 (8.8.13) 
其 中 


(8.8.14) 


D'(A)=GT(K -1M)G = É (2) 0 | 


0 Kp- AM 
可 见 当 1 不 是 新 系统 的 特征 值 时 ，( 玉 -4AMD) 和 DC) 互 为 合同 变换 ， 而 合同 变换 
不 改变 对 称 和 矩阵 的 非 正 特征 值 数 ， 因 而 
N(K -2°M)= N[D'(A")] = NID,(4°)]+ N[K,, — 1 M,,] (8.8.15) 
由 此 即 得 式 (8.8.10) 。 
对 于 一 般 的 + 个 约束 条 件 
a'x=0 (8.8.16) 
其 中 a 为 给 出 的 有 > 列 的 高 矩阵 。 
根据 变 分 原理 , 新 系统 的 特征 值 4 是 在 约束 条 件 式 (8.8.16) 的 前 提 下 瑞 利 商 的 
驻 值 ， 


xT Kx 


4=st— (8.8.17) 
Mx 


x 


a AARE BH A RTAS RR ARI. apk bB H3R T JK Ky ih, 
可 以 得 到 新 系统 的 无 条 件 变 分 式 为 


88 ”基于 凝聚 动 刚 度 的 特征 值 计数 法 253 - 


A= st (8.8.18) 


从 数学 上 看 o 是 拉 格 朗 日 乘 子 ; 从 力学 上 看 ，o 是 所 加 约束 提供 的 约束 反 力 。 
将 变 分 式 转 化 成 代数 方程 ， 得 到 


we-a0| |-0 (8.8.19) 
[on 
其 中 

,_ K — A M 0 

e-l 5 "| -| | (8.8.20) 


方程 式 (8.8.19) 是 新 系统 的 混合 模式 方程 。 当 4 不 是 原 系 统 的 特征 值 时 ， 原 系统 有 
IRRE RETE 


R(A&)=(K - AM) 
因此 ， 可 用 变量 替换 
xj I, R(Aja || z 
RH 0 L E (8.8.21) 
z| |In -Ra || x 
He eE wes 


以 [z” oo" 了 为 新 的 待 求 的 列 阵 ， 那 么 新 系统 的 方程 变 为 


ME. (8.8.23) 
oO 
其 中 
r= K 站 74M ME roe], K-AM 0 
æ R(4) I, —& 0 0 I, 0 -aT R(A)a: 
(8.8.24) 


”把 新 系统 的 特征 值 计 数 函 数 记 为 J (4 ) 。 从 方程 式 (8.8.19) 及 式 (8.8.24) 可 
知 ， 当 4 不 是 原 系统 的 特征 值 时 ， 有 
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J (Q ')= NK' -A M)-N(K' -NM") =N[F(4°)]- NIF (2)] 
=N(K -HM)- N| a RANA] =J (4*)- N(a" Ra) 


=N(K-A'M)+ N(-aTR(A')a) _N(K- NM)- N| -a"R(A;)a | 


其 中 为 新 系统 的 特征 值 的 下 限 ， 把 尹 取得 足够 小 ， 总 能 使 得 5529 
N(K-4M)=0, N[-a'R(ADe]=r (8.8.26) 
又 因为 aTR(4")a 非 奇异 ， 无 零 特征 值 ， 所 以 有 
N| a" RA’ a | + N| -a"R(A")a | =y (8.8.27) 
于 是 
JJ)=J (A) + NIAT RA a] (8.8.28) 


可 以 看 出 ， 式 (8.8.28) 与 式 (8.8.10) 有 相同 的 形式 。 
当 一 般 的 约束 条 件 式 (8.8.16) 退化 为 特殊 的 约束 条 件 式 (8.8.5) 时 ， 必 有 


NID.(C = N[z RA )a] 《8.8.29) 


这 个 公式 具有 明确 的 物理 意义 ， 其 中 D (4) 为 原 系 统 凝 聚 到 约束 自由 度 上 的 凝聚 
动 刚度 矩阵 ，wIR(4")a 为 原 系统 在 约束 自由 度 上 的 动 影响 系统 和 矩阵, 它们 是 互 逆 
的 矩阵 
D, (Aa R(A)a =], (8.8.30) 

互 逆 的 矩阵 都 没有 零 特征 值 ， 它 们 显然 具有 相同 个 数 的 负 的 和 正 的 特征 值 。 因 此 
式 (8.8.29) 成 立 。 

这 里 将 D (A Ma R(A)o 的 力学 含义 解释 如 下 : 

为 了 理解 D (A) MaR Da 的 力学 含义 ， 先 考虑 原 系统 在 局 部 载荷 作用 下 的 
强迫 振动 问题 


K, AMaa K;,-AM, |x, |_| £ (8.8.31) 
Kpa - 4AM,, Kys -AM Xy u 


从 方程 (8.8.31) 中 消去 x ， 得 到 
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D. (A)x, = f, . (8.8.32) 

可 见 刀 (人 是 反映 局 部 载荷 £, 与 对 应 的 位 移交 的 联系 的 一 个 动 刚度 矩阵 。 
再 考虑 一 般 的 情况 ， 参 照 约 束 条 件 式 (8.8.16) ， 考 虑 原 系统 在 “局 部 ”载荷 
Jf =ag (8.8.33) 


作用 下 的 强迫 振动 问题 。 由 方程 
(K - AM)x = ag (8.8.34) 


给 定 的 矩阵 a 可 以 看 作 广 义 载荷 的 分 布 规律 ， 个 定 的 列 阵 & AMET XARMA 
小 ， 从 方程 式 (8.8.34) 可 得 到 


x= R(A)ag (8.8.35) 
与 8 地 应 的 广义 位 移 是 
aIx=wIRC)ag (8.8.36) 


可 见 wIR(a)c 反映 了 一 对 广义 力 和 广义 位 移 的 联系 ， 它 是 局 部 广义 载荷 的 动 影响 
系数 矩阵 。 
当 


aœ” =[1,,0] (8.8.37) 
时 ， 方 程式 (8.8.5) 和 式 (8.8.16) 代表 同一 个 约束 ， 这 时 
a= 4a (g TRA fa) (8.8.39) 
于 是 式 (8.8.36) 退化 为 
Za = a` R(A)af, (8.8.40) 


上 面 对 有 很 多 自由 度 的 系统 导出 了 式 (8.8.10) 和 式 (8.8.29) ， 它 们 可 推广 到 无 
限 多 个 自由 度 的 系统 ， 只 要 用 nn 代表 原来 的 系统 (不 再 表示 系统 的 自由 度数 ); 
(n-o 代表 施加 个 约束 后 所 得 到 的 新 系统 ; J A) 是 原 系 统 的 特征 值 计 数 函 数 ; 
D,(4") 是 原 系 统 凝 聚 到 约束 自由 度 上 的 凝聚 动 刚度 矩阵 ，a RA a 是 原 系 统 在 
约束 自由 度 上 的 动 影 响 系数 算 阵 ， Ju (A ) 是 新 系统 的 特征 值 计 数 函数 即 可 。 
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89 ”约束 定理 证 明 


从 式 (8.8.28) 可 证 明 特 征 值 隔离 定理 。 当 在 原 系 统 上 施加 ~ 个 约束 后 ， 
a R(A)a 是 一 个 + 阶 的 方 阵 ， 因 而 
0<N[a R(A)a]< r (8.9.1) 

将 式 (8.9.1) 代入 式 (8.8.28) ， 有 

o<[;, 2-2, (2) |<r (8.9.2) 
证 毕 。 
特征 值 隔离 定理 是 一 个 定性 的 结论 ， 式 (8.8.28) 是 一 个 定量 的 结论 。 因 此 ， 式 
(8.8.28) 可 以 看 作 特 征 值 隔离 定理 的 定量 推广 。 


思考 题 与 习题 


8-1 瑞 利 法 求解 特征 值 时 对 误差 不 敏感 的 根本 原因 是 什么 ? 

82 利用 里 茨 法 如 何 将 高 维 数 问题 近似 简化 为 低 维 数 问题 ? 

83 ”由 变 分 式 出 发 证 明 特征 值 为 非 重 根 、 重 根 以 及 包含 纯 静 态 位 移 时 的 特征 向 量具 有 正 交 性 ? 

8-4” 试 解释 为 何 正 交 性 和 展开 定理 是 模 态 又 加 法 的 前 提 条 件 ? 

85 ” 试 根据 振动 响应 表达 式 讨 论 发 生 共振 的 条 件 ? 

8-6 Collatz 包含 定理 对 求解 特征 值 问 题 有 何 意义 ? 改进 的 Collatz 定理 相对 于 原 定 理 有 哪些 改 
进 ? 

8-7 包含 定理 中 如 何 选取 特征 值 的 上 下 限 ， 有 几 种 选 法 ? 

8-8 ”有 如 下 的 广义 特征 值 问题 : 


(A-uB)x=0 
其 中 4 为 对 称 阵 ，B 为 对 称 正定 阵 。 试 论述 特征 值 的 大 小 和 正 负 与 4、B 矩阵 的 关系 ， 并 
说 明 求 解 非 正 特征 值 数 M4) 的 方法 。 
89 ”解释 DA) a'RAa 以 及 拉 格 朗 日 乘 子 c 的 力学 意义 ? 


8-10 ”对 比 基 于 动 刚度 的 特征 值 计数 法 和 基于 凝聚 动 刚度 的 特征 值 计数 法 的 异同 点 ? 
8-11 试 从 定性 和 定量 角度 理解 特征 值 隔 离 定理 ? 
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91 概 述 


求解 一 个 多 自由 度 系统 的 强迫 振动 即 是 求解 该 系统 在 外 力作 用 下 的 响应 。 这 
时 在 动力 学 基本 方程 中 ， 外 力 项 不 为 零 ， 在 数学 上 就 是 求 非 齐 次 微分 方程 的 解 。 
求解 方程 可 以 用 直接 积分 的 数值 方法 来 获得 足够 精确 的 近似 解 。 这 一 章 将 介绍 最 
常用 的 中 心 差分 法 、Houbolt 法 、Wilson 28 法 和 Newmark 法 ， 这 些 方法 为 求解 动 
力 响 应 提供 了 有 力 的 工具 。 但 由 于 一 个 实际 的 结构 系统 往往 维 数 都 较 高 ， 用 直接 
积分 的 方法 有 一 定 困 难 ， 因 此 在 求解 结构 动力 分 系统 的 强迫 响应 时 ， 人 往往 采用 釜 
加 法 ， 即 通过 坐标 变换 的 方法 ， 利 用 模 态 坐标 的 正 交 性 ， 将 动力 学 方程 解 厢 ， 把 
一 个 求解 n 维 线性 方程 组 的 问题 转化 为 求解 4 个 一 维 线性 微分 方程 的 问题 ， 从 而 
使 问题 大 大 地 简化 。 本 章 首 先 介绍 直接 积分 法 ， 然 后 介绍 方程 的 解 耘 与 模 态 响应 
的 分 析 方 法 。 


92 求解 强迫 振动 的 直接 积分 法 
1. 直接 积分 法 
动力 学 基本 方程 可 以 表示 为 
Mü + Cü + Ku = p(t) (9.2.1) 


在 直接 积分 中 ， 对 方程 式 (9.2.1) 是 逐步 地 进行 数值 积分 的 ,“ 直 接 ” 的 意思 是 
数值 积分 前 没有 进行 把 方程 变 为 男 一 种 形式 的 变换 。 实 质 上 ， 直 接 积 分 是 基于 下 
面 的 两 个 想法 : 第 - -个 想法 是 ， 只 在 相隔 Al 的 一 些 离散 的 时 间 区 间 上 而 不 是 试图 
在 任 一 时 刻 上 : 上 满足 方程 式 (9.2.1) ， 即 包含 有 惯性 力 和 阻尼 力作 用 的 平衡 是 在 求 
解 区 间 上 的 一 些 离散 时 刻 点 上 获得 的 。 因 此 ， 似 乎 在 静 力 分 析 中 使 用 过 的 所 有 求 
解 方法 ， 在 直接 积分 法 中 或 许 都 可 以 有 效 地 使 用 。 第 二 个 想法 是 ， 假 定位 移 、 速 
度 和 加 速度 在 每 一 时 间 区 间 At 内 变化 。 正 是 这 个 关于 位 移 、 速 度 和 加 速度 在 每 一 
时 间 区 间 内 变化 的 假定 形式 ， 决 定 了 解 的 精度 、 稳 定性 和 求解 效率 。 

下 面 分 别 用 Do ,Uo ,Uo 来 表示 初始 时 刻 (1=0) 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 向 量 ， 
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假设 它们 是 已 知 的 ， 要 求 出 方程 式 (9.2.0) 从 1=0 到 1=7 的 解 。 在 求解 时 ， 把 时 间 
全 程 了 划分 为 n 个 相等 的 时 间 区 间 Ar ( 即 At=7T/n)， 所 用 的 积分 格式 是 在 时 刻 
0,At ,2At ，3At,…,L,t+At,…,T 上 确定 方程 的 近似 解 。 由 于 计算 下 一 个 时 刻 的 解 的 
算法 要 考虑 到 前 面 各 个 时 刻 的 解 ， 因 此 假定 在 初始 时 刻 的 解 为 已 知 ， 推 导出 求 时 
刻 1+At 的 解 的 算法 ,计算 时 刻 t+At 的 解 对 于 计算 自 此 以 后 的 时 刻 Ar 上 的 解 是 有 
代表 意义 的 。 这 样 就 可 建立 用 来 计算 的 所 在 离散 时 间 点 上 解 的 一 般 算 法 。 
2. 中 心 差分 法 

若 把 式 (9.2.1) 的 平衡 关系 看 作 一 个 常 系数 常 微分 方程 组 ， 便 可 以 用 任 一 种 有 
限 差分 表达 式 ， 通 过 位 移 来 近似 表示 加 速度 和 速度 。 因 此 ， 在 理论 上 许多 不 同 的 
有 限 差 分 表达 式 均 可 使 用 。 但 是 ， 求 解 格式 必须 是 有 效 的 ， 这 样 只 需 考 虑 少数 几 
种 计算 格式 。 对 某 些 问题 求解 非常 有 效 的 一 个 过 程 是 中 心 差分 法 ， 这 个 方法 假定 


" 1 
U, = A Ura -2U, + Una) (9.2.2) 
t 


其 中 ， 用 忌 表 示 数 值 解 ， 用 表示 解析 解 。 
展开 式 (9.2.2) 的 误差 是 属于 (At)? 阶 的 ， 且 速度 的 展开 式 具 有 同 阶 的 误差 。 


， 1 
Ù, = CU, u +UA) (9.2.3) 


通过 考虑 式 (9.2.1) 在 时 刻 t 的 解 ， 求 得 在 t+At 的 位 移 解 ， 即 
MÜ, + CU, + KU, = P, (9.2.4) 
将 式 (9.2.2) 和 式 (9.2.3) 中 关于 UU 及 UU, 的 关系 式 分 别 代 入 式 (9.2.4) 中 ， 可 得 


2 1 1 
M+—C |U, an =B -| K-— M |U, -| — M -—C IU 9.2.5 
[= Sy Lc) t+At t | A/2 J t [= 2 Af J t—At ( ) 


HA (9.2.5 TARH Una ,应 该 注意 , Una 的 解 是 基于 利用 在 时 刻 上 的 平衡 条 件 ， 
即 Uw 是 利用 式 (9.2.4) 来 计算 的 。 因此， 该 积分 过 程 称 为 显 式 过 程 ， 且 这 样 的 积 
分 格式 在 逐步 求解 中 不 需要 对 刚度 矩阵 进行 分 解 。 

另外 还 应 注意 到 ， 应 用 中 心 差分 法 时 ，U,w 的 计算 包含 有 U, 和 U,,,。 因 此 ， 
计算 在 时 刻 Ar 的 解 ， 必须 用 一 个 具体 的 起 始 过程 。 由 于 Uo, Uo. Uo 痢 是 已 知 的 ( 注 
REU MO, EA, UV 可 由 式 (9.2.1) 在 t=0 时 算出 ), 由 关系 式 (9.2.2) 和 式 (9.2.3) 
可 求 得 区 B 


ar 


UQ, SUP -MUP + UD (9.2.6) 
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其 中 角 标 (六 表示 所 考虑 向 量 的 第 ;个 元 素 . 表 9.2.1 概括 了 可 在 计算 机 上 实现 的 时 
间 积 分 格式 。 
表 9.2.1 ”中心 差分 的 逐步 积分 法 (可 以 是 一 般 的 质量 矩阵 和 阻尼 矩阵) 
A. 初始 计算 
1， 形 成 刚度 矩阵 天， 质量 矩阵 M 和 阻尼 和 矩阵 C. 


2 计算 初始 值 U0, Co Üo 。 
3. 选取 时 间 步 长 Ar , At < Ar. ， 并 计算 积分 常数 : 


4 计算 Uy = U, -AÜ + aÜ, 。 

5. WAYRU ELEBE M -aM +a C o 
6. 对 M 作 三 角 分 解 : M=ZD 。 

B。 对 每 一 时 间 步 长 

1. 计算 在 时 刻 1 的 有 效 载 荷 


P = P.—(K—a,M)U, - (G.M —a C)U,_,, 
2， 求 解 在 时 刻 1+ Ar 的 位 移 
LDE'U „a = P. 
3. 如果 需 要 ， 计 算 在 时 刻 : 的 加 速度 和 速度 
Ü, =a (U,_, 2U, +U; v) 


U, =a (U, + Uy) 


假设 所 考虑 的 系统 没有 物理 阻尼 ， 即 C 是 零 矩阵 ， 这 种 情形 下 ， 式 (9.2.5) 可 
简化 为 


1 人 
二 m) Ua =Ê (9.2.7) 
其 中 
bP-p- K-—2 Mirr-xir (9.2.8) 
ft ~ Ar tf AR t-At 9.2.8 


因此 ， 如 果 质 量 和 矩阵 是 对 角形 ， 则 解 方程 组 (9.2.1) 时 就 不 需要 进行 矩阵 的 分 解 ， 
只 需 进行 矩阵 相 乘 便 可 求 得 右 端 项 的 有 效 载荷 向 量 已 ， 从 而 利用 


i apf AP 
u, 一 p” ə (9.2.9) 
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可 得 出 位 移 向 量 的 各 个 分 量 , 其 中 UD, 和 PP 中 分 别 表示 向 量 U,w MÊ KR iM 
量 ， 而 mw 为 质量 矩阵 的 第 ; 个 对 角 线 元 素 ， 并 且 假定 mm > 0 , 

如 果 对 总 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 都 不 需要 进行 三 角 分 解 ， 也 就 不 必 有 形成 总 体 的 
天 和 M。 如 果 


K=>K, M= M, (9.2.10) 
i i 


则 意味 着 ， 为 了 求 得 式 (9.2.8) 中 所 需 的 KU, ,(2M/AP)D 和 (M/Af?)U, , ， 可 在 
单元 一 级 上 将 每 个 单元 对 有 效 载荷 向 量 的 贡献 相 加 而 得 到 。 因 此 ， 利 用 下 式 来 计 
s P: 


. 1 
P =P,- KU) -Xz MU,- 2U) (9.2.11) 
i i 


使 用 式 (9.2.9) 和 式 (9.2.11) 形式 的 中 心 差 分 法 的 优点 是 很 明显 的 。 因 为 它 不 需 
要 计算 总 刚度 矩阵 和 总 质量 矩阵 ， 求 解 过程 基 本 上 是 在 单元 一 级 上 进行 ， 所 需要 
的 存储 量 比较 少 。 如 果 所 有 相继 的 单元 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 均 相 同 ， 则 该 方法 就 
显得 更 有 效 ， 因 为 这 时 只 需 计 算 或 从 后 备 存 储 器 上 连续 读 出 对 应 于 系统 中 第 一 个 
单元 的 什 阵 。 利 用 式 (9.2.9) FIR (9.2.1) 所 给 出 的 中 心 差分 格式 ， 可 有 效 地 解 出 阶 
数 很 高 的 系统 。 

使 用 中 心 差分 格式 的 一 个 十 分 重要 的 考虑 是 , 该 积分 方法 要 求 时 间 步 长 Az 小 
于 一 个 临界 值 Ar. ， 可 由 整个 单元 集合 体 的 刚度 和 质量 的 性 质 算出 At 。 更 准确 
地 说 ， 要 得 到 一 个 有 效 的 解 必须 满足 


At < At, = Ta (9.2.12) 
T 


其 中 ， 工 为 系统 固有 振动 中 的 最 小 周期 ，n 为 多 自由 度 系 统 的 维 数 。 结 构 的 固有 
特性 问题 已 在 前 面 的 章节 中 讨论 。 

要 求 使 用 的 时 间 步 长 Ar 小 于 临界 时 间 步 长 Az. 的 差分 格式 ， 如 中 心 差分 法 ， 
称 为 是 条 件 稳定 的 。 如 果 使 用 一 个 大 于 AQ, 的 时 间 步 长 ， 则 积分 是 不 稳定 的 ， 这 
意味 着 由 数值 积分 的 舍 入 所 导致 的 误差 都 会 增 大 ， 并 且 在 许多 情形 下 会 使 响应 的 
计算 失去 意义 。 
3. Houbolt 法 

Houbolt 积分 格式 与 前 面 讨论 的 中 心 差分 方法 是 有 联系 的 , 因为 它 也 是 根据 标 
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准 的 有 限 差分 表示 式 , 用 位 移 的 各 个 分 量 来 近似 地 表示 加 速度 和 速度 的 各 个 分 量 。 
Houbolt 积分 格式 采用 了 下 面 的 有 限 差分 展开 式 : 


" 1 
Ü, = FU, 5U, +40, CU.) (9.2.13) 


Ú, 


1 
At = “ü 1U at —18U, +9U, —2U, sa} (9.2.14) 


这 是 两 个 误差 为 (Ab 阶 的 向 后 差分 公式 。 
为 了 得 到 在 时 刻 t+At 的 解 ， 现 在 考虑 在 时 刻 1+Ar 的 式 (9.2.1) (而 不 是 像 中 
心 差分 法 那样 考虑 在 时 刻 t 的 情形 )， 它 给 出 


MU, x + CÚ, w +KU, x = Prat (9.2.15) 


把 式 (9.2.13) 和 式 (9.2.14) 代入 式 (9.2.15) 中 ， 并 把 所 有 已 知 向 量 列 于 右 端 ， 得 到 
Uw 的 解 
1 


2 
— M +——C +K |U 
r 16At J A 


5 3 4. 3 1 1 
=P yn [u 2 c), (Emi Unu LEA EN 


(9.2.16) 


如 式 (9.2.16) 所 示 , RI U pa WP S MUM U, U. U, o BRIEU, U> 
对 开始 Houbolt 积分 格式 是 有 用 的 ， 但 用 其 他 方法 计算 U 和 Un 会 更 精确 ， 
即 利用 特殊 的 起 始 方法 来 积分 式 (9.2.1) 以 得 出 FA 和 UU, 。 用 一 个 不 同 的 积分 格 
式 并 尽 可 能 用 以 Al 的 几 分 之 一 为 时 间 步 长 , 像 中 心 差 分 格式 那样 的 条 件 稳定 的 方 
法 。 表 9.2.2 概括 了 在 计算 机 程序 中 使 用 的 Houbolt 积分 过 程 。 

表 9.2.2 所 示 的 Houbolt 法 与 表 9.2.1 所 示 的 中 心 差分 法 的 一 个 基本 区 别 在 于 ， 
刚度 矩阵 K 是 作为 所 求 位 移 世 ,ww 的 因子 出 现 的 。 KU 项 的 出 现 是 因为 在 式 
(9.2.15) PRETZ s+ Ar 的 平衡 而 不 像 中心 差 分 法 取 时 刻 t 的 平衡 。 因 此 ，Houbolt 
方法 是 一 个 隐 式 积分 格式 ， 而 中 心 差分 方法 则 是 一 个 显 式 过 程 。 关 于 积分 所 用 的 
时 间 步 长 Az 不 存 临 界 的 时 间 步 长 限制 。 一 般 At 可 以 选取 比 式 (9.2.13) 所 给 出 中 心 
差分 法 的 步 长 大 一 些 。 
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392.2 M Houbok 积分 方法 的 逐步 解法 


A. 初始 计算 

1.， 形 成 刚度 矩阵 KK、 质量 矩阵 M 和 阻尼 和 矩阵 C. 
2， 计 算 初 始 值 U0, Uo Üo 。 

3. 选取 时 间 步 长 At 和 计算 积分 常数 : 


2 aal! a a2 

äg = = = =— 

Ó AF2 ! 6Ar 2 Ar 3 At 
a. a, q. 

A4=-24a0; a, =—— , a=, a, = 
“9 G 2 < 2 7 9 


4. 使 用 特别 的 初始 过 程 计算 U, 和 Uo o 
5， 计 算 有 效 刚度 矩阵 尼 : 


R=KtiaM+aC 
6. XP K 进行 三 角 分 解 : 
È =LDI 


B， 对 于 每 一 个 时 间 步 长 
1， 计 算 在 时 刻 1+ At 的 有 效 载荷 
Br = P... +M(aU, + ny + aU, 2m)+C(aU, +asU,_,, +t aU,2y) 
2. 求解 在 时 刻 t+ Ar 的 位 移 
LDL' Uy = Èy 


3. 若 需 要 ， 计 算 在 时 刻 1+ Az 的 加 速度 和 速度 


U... = aU na aU, aU, a GU, v 


Uy =aU,,, TU, aU, a aU an 


一 个 值得 注意 的 特点 是 ， 如 果 忽 略 质量 和 阻尼 的 影响 ， 基 于 Houbolt 方法 的 
逐步 积分 格式 可 直接 简化 为 静 力 分 析 。 但 表 9.2.1 中 的 中 心 差分 分 解法 则 不 能 这 样 
做 。 


4. Wilson 0 法 


Wilson 9 法 实质 上 是 线性 加 速度 法 的 推广 。 线 性 加 速度 法 假定 加 速度 从 时 刻 
t—t+A 为 线性 变化 ,参看 图 9.2.1, Wilson 9 法 假定 加 速度 从 时 刻 t 到 时 刻 t+ 6At 
为 线性 变化 ， 其 中 8>1.0 。 当 8=1.0 时 ， 这 个 方法 就 简化 为 线性 加 速度 格式 。 需 
要 指出 的 是 ， 要 达到 无 条 件 稳定 ， 则 必须 用 9>1.37 ， 通 常用 6=1.40 。 

令 z 表 示 时 间 的 增 量 ， 其 中 0<rgkAAf， 于 是 对 从 ! 一 上 +EAI， 假 定 


r 加 加 
Ü, =Ü, + (Ü, = Ü.) (9.2.17) 


+T 
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ItArt t+0At 


图 9.2.1 Wilson 8 法 的 线性 加 速度 假定 
积分 式 (9.2.17) ， 得 


T? 
Ù, =Ù, tÜ +V (Ü moar U,) 


和 
1 .. 
U... <U, +U,+— "Ü, A t Ë nonr U) 
#JH (9.2.18) 和 式 (9.2.19) ， 在 时 刻 t+ BAt 上 有 


. . OAt .-. .. 
U, ow =U,+ > Uno + U,) 


。 BAL .. -> 
Unon = U, + @AtU, + (Unau +2U,) 


可 以 利用 U aw 来 求 出 Ü, ou 和 Ù nont , 即 


6 6 . .. 
Sgap Vean -U,) A: -2U, 


t+0At 


和 


- 3 @At ; 
U, 一 Ont (U oat 一 t U,)- 2U, 一 2 “t Ü, 


这 样 ， 要 得 到 在 时 刻 ++ At 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 的 解 ， 就 只 需 考虑 在 时 刻 


"263 ° 


(9.2.18) 


(9.2.19) 


(9.2.20) 


(9.2.21) 


(9.2.22) 


(9.2.23) 


t+ OAt 的 平衡 方程 式 (9.2.1) 。 然 而 ， 因 为 假定 加 速度 为 线性 变化 ， 故 所 用 的 投影 


载荷 向 量 是 线性 变化 ， 即 所 有 的 方程 是 
MÜ HEAl 十 cÙ t+0At 十 K U non = 一 Ron 


其 中 


(9.2.24) 
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R, ,on =R, +O(R,.x - R,) (9.2.25) 


把 式 (9.2.22) 和 式 (9.2.23 代入 到 式 (9.2.24), 就 可 得 到 一 个 方程 ， 由 此 可 解 出 
Uno 。 于 是 把 av RAR (9.2.22) ， 即 可 求 得 Cau ， 然 后 将 它 代 入 式 


(02.17) 一式 (92.19) 中 ， 并 取 zr=Ai 进 行 计算 ， 便 得 到 已 wy Urna MU na o 
表 9.2.3 给 出 了 在 积分 中 所 用 的 整个 算法 。 


表 9.2.3 用 Wilson 9 积分 法 的 逐步 求解 法 


A. 初始 计算 

1， 形 成 刚度 矩阵 上、 质量 矩阵 M 和 阻尼 矩阵 C. 

2. 计算 初始 值 Do , Ü, , Ü, o 

3， 选 取 时 间 步 长 Ag 和 计算 积分 常数 ， 取 0 =1.4 (通常 取 法 ) : 


6 a3 a =2a an-A a -2 
a= => = Á t - 
° ON? ! Bt? 2 1> 3 > 4 8 


4 形成 有 效 刚度 矩阵 及 : 
R=K+aM+aC 
5. WK 进行 二 角 分 解 ; 


K = LDL: 


B. 对 于 每 一 个 时 间 步 长 
1， 计 算 在 时 刻 1+6At 的 有 效 载荷 
Bo =P +0(P..  - P.)+M(maU, +a Ù, +2Ü,)+C(aU,+2ÜU, +a,Ü,) 
2. 求解 在 时 刻 1+ 0At 的 位 移 
ZLDC Uo = È sonu 
3. 计算 在 时 刻 !+ Ar 的 位 移 、 速 度 和 如 速度 


Ua =a, (U,,.av -U,)+asD, +asÜ, 
Da = Ù, +a, (Ü, +Ü,) 


Unu =U, +A:U, +ay(Ü,,s +20,) 


Wilson 0 法 是 一 个 隐 式 积分 方法 ， 因 为 刚度 矩阵 K 是 未 知 位 移 向 量 的 系数 算 
阵 。 还 可 以 注意 到 ， 该 方法 不 需要 特别 的 初始 过 程 ， 因 为 在 时 刻 ! + Az 的 位 移 、 
速度 和 加 速度 只 是 利用 在 时 刻 t 的 相同 的 量 来 表示 。 
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5. Newmark 法 
Newmark 积分 格式 也 可 以 认为 是 线性 加 速度 法 的 推广 ， 它 所 用 的 假定 如 下 : 


Ua = Ù, +[(1— ó)Ú, + SÜ yat JAt I (9.2.26) 
DA =U, +Ü,At + É _ a) Ü, +aÜ n l (9.2.27) 


其 中 ，w 和 6 为 参数 ， 通 常 根据 积分 的 精度 和 稳定 性 的 要 求 来 确定 这 两 个 参数 。 
当 G=12 和 w=16 时 ， 关 系 式 (9.2.26) ME (9.2.27) 相应 于 线性 加 速度 法 ( 它 也 可 
由 Wilson 6 法 取 9=1 得 到 )。Newmark 最 初 提出 以 恒定 -平均 -加 速度 法 作为 无 条 
件 稳定 的 格式 ， 在 这 种 情形 下 ，6 =1/2，a =1/4 (图 9.2.2) 。 


1... n 
720 Una) 


Ü f Uon 


t t+ 6At 


图 9.2.2 Newmark 恒定 -平均 -加 速度 格式 


除了 式 (9.2.26) 和 式 (9.2.27) 外 , 为 了 得 到 在 时 刻 #+ Az 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 
的 解 ， 仍 需 考虑 在 时 刻 上 + At 的 平衡 方程 式 (9.2.1) BH 


MU, x + CÚ, w +KU, x = Pn (9.2.28) 


H5K(9.2227) 8PEU, RH Ü, ， 然 后 把 也 ,代入 式 (9.2.26) 中 ， 就 得 到 关 
于 Uw 和 Uw 的 方程 ,它们 仅仅 通过 未 知 位 移 U, ,来 表示 。 把 这 两 个 关于 六 A 
和 Uw 的 关系 式 代 入 式 (9.2.28) 中 求 出 Dy ， 然 后 利用 式 (9.2.26) 和 式 (9.2.27) 就 
可 以 算出 UW 和 Uy。 

使 用 Newmark 积分 格式 的 整个 算法 在 表 9.2.4 中 给 出 。 应 该 注意 Newmark 法 
和 Wilson6 法 在 计算 机 上 执行 时 的 密切 关系 ， 利 用 这 个 关系 就 有 可 能 在 一 个 简单 
的 计算 机 程序 中 方便 地 使 用 这 两 个 积分 格式 。 
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表 9.2.4 Newmark 积分 法 的 逐步 求解 


A. 初始 计算 


1. 


形成 刚度 矩阵 天 、 质 量 和 矩阵 M 和 阻尼 矩阵 Co 


2， 计 算 初 始 值 zu , Ùo, Üo 。 
3. 选择 时 间 步 长 At 、 参 数 xc 和 5 ， 以 及 计算 积分 常数 : 

8 >0.50, a = 0.25(0.5 +8} 

1 5 o, acl 
nT Ar A TAr A 3 20 
ó At ó 
a= ; as -人 (2-2],， a, = At(1— ó) 
4， 形 成 有 效 刚度 矩阵 玉 : 
R=K+taM+aC 
5. XJ K 进行 三 角 分 解 : 
K = LDL' 
B. 对 于 每 一 个 时 间 步 长 
1. 计算 在 时 刻 i+ Ar 的 有 效 载荷 : 
By=Py+M(aU, + a,Ú, +a,Ü,)+ C(a,U, +a,U, +asd,) 
2. 求解 在 时 刻 1+At 的 位 移 : 
LDL' Uw = Bn 
3， 计 算 在 时 刻 !+A# 的 加 速度 和 速度 : 
Üw = ao U row -U,)+ aÙ, aÜ, 
Ùna = Ù, +aeU, +arUira 
F TH 
93 “方程 的 解 耦 与 模 态 响应 
L. 方程 解 契 
对 方程 
Mü + Cù + Ku = p(t) # 0 (9.3.1) 
通过 模 态 变换 
u= @|[7] (9.3.2) 


则 式 (9.3.1) JURA WEB JJ zÇ 


m j c leh x iboe] 


(9.3.3) 
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这 就 把 解 一 个 请 维 的 看 合 方程 组 式 (9.3.1) 的 问题 变 成 了 解 4 个 独立 的 方程 式 
(9.3.3) 的 问题 。 得 到 模 态 响应 (0D) 后 ， 由 式 (9.3.2) 得 到 物理 响应 zx(0) ， 这 样 就 把 
一 个 求解 物理 响应 u(t) 的 问题 变 成 了 求 模 态 响应 7(D 的 问题 。 用 “解剖 麻雀 ”的 
方法 ， 只 需 对 其 中 一 个 方程 ， 如 第 r 个 方程 ， 进 行 分 析 。 
2. 时 域 法 
在 图 9.3.1 中 ， 对 于 第 > 个 模 态 响应 方程 

M.B, +C, (t) + K,n, (D) = P. (O) (9.3.4) 
如 果 对 于 单位 脉冲 输入 的 响应 是 h(1) ， 那 么 对 于 PQ) 的 输入 在 dr 时间 上 的 脉冲 
输入 响应 即 为 

P(A(t -7T)drt 


( 初 状态 为 0 时) 在 0~t 区 间 上 的 响应 为 


n0) = [POR Dar (9.3.5) 
P, PD 
Ort |dr ' 
图 9.3.1 输入 函数 
根据 式 (2.4.30) 可 知 ， 对 于 有 阻尼 系统 的 单位 脉冲 响应 函数 为 
1 Evt.. 
h(t) = = J ee sin(@ t) (9.3.6) 


其 中 ，w 为 有 阻尼 时 的 自由 振动 频率 。 
对 于 结构 阻尼 情况 ，oy = 几 不 变 。 
对 于 竹 性 阻尼 情况 ， 有 
Q, = ,V1 


AP, o, 为 无 阻尼 自由 振动 频率 ， 故 


1 t -£ o, (tT) a: 
n= RO UU sin[o, G -rdr (9.3.7) 
` ra 
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容易 验证 ， 式 (9.3.7) ÆR (9.3.4) 的 一 个 特 解 ， 为 强迫 振动 项 ， 这 个 积分 义 叫 做 


Duhamel 积 
对 应 于 零 输入 ， 即 PQ)=0 的 响应 为 自由 振动 项 ， 已 知 式 (9.3.4) 的 自由 振动 ， 


即 
m, (0) = ee %2sin(ozt+8,) (9.3.8) 


HEP, 7,0, 由 初始 条 件 决 定 。 
那么 最 后 式 (9.3.4) 的 解 为 


t 
7, =p,e > sin(o t + 0.)+ l f P (rje sinoj(t-r)}dr 
0 40 


(9.3.9) 


其 中 的 积分 项 包括 两 项 : 一 项 是 随时 间 衰 减 的 项 ， 也 叫做 伴生 自由 度 振动 ， 由 
Duhamel 积分 产生 , 和 自由 振动 项 一 起 构成 瞬 态 响应 (关于 瞬 态 响应 的 特点 及 性 质 
将 在 下 一 章 作 专门 讨论 ) ， 另 一 项 由 P,(D) 决 定 ， 是 强迫 稳 态 响应 。 


3. 频 域 分 析 法 


作用 在 一 个 结构 上 的 力 常 常 是 周期 的 ， 或 可 以 用 一 个 周期 函数 来 近似 的 。 由 
于 周期 激励 的 响应 在 频 域 上 分 析 较 为 方便 ， 因 而 对 强迫 响应 常 采用 频 域 分 析 法 。 
当然 频 域 与 时 域 只 是 表达 形式 的 不 同 ， 二 者 可 以 互相 转换 ， 用 什么 方法 只 是 视 解 
决 问题 的 方便 来 定 。 

1) 实 傅 里 叶 级 数 及 周期 激励 下 的 响应 

设 

p(£+T)=p(0) (9.3.10) 
是 具有 周期 7 的 函数 。 其 实 健 里 叶 级 数 为 


p() = a +2 a cos(nQD + Yb, sin(n(2 t) (9.3.11) 
n=l 
其 中 
_ 2 
Q = T, (9.3.12) 
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t+ 
a, -7 | N ! plt)cos(n2f) dr 


2 t+ . 
b, = | p(sin(n2t) dr 
TJ: 


(n=1,2,.…) (9.3.13) 


之 所 以 要 把 输入 分 解 为 三 角 级 数 的 形式 ， 是 因为 要 考虑 已 知 输 入 为 简 谐 力 时 
的 响应 。 那 么 对 于 一 个 周期 函数 来 讲 ， 对 它 的 响应 就 可 由 对 不 同 谐 波 分 量 的 简 谐 
输入 的 响应 通过 简单 登 加 而 得 到 。 

比如 ， 对 于 一 个 无 阻尼 的 系统 (第 > 个 模 态 方程 )， 有 


Mi (© + K,m, (t) = po cos(Qt) (9.3.14) 
稳 态 响应 为 
7, (t) =7 cos( 2f) (9.3.15) 


将 式 (9.3.1$) 代入 式 (9.3.14) ， 得 


M, 229 + K,T = po (9.3.16) 
s (9.3.17) 
7 K M, Q2 _ 
i 
K. -M,Q z 0 
令 
Po -LV 
= s = 一 一 - .1 
Th K, @, v, (9.3.18) 
那么 
_| 70 
n, (1) = | o Jean (9.3.19) 
l-5; 
如 果 输 入 为 
p(0) = >P, cos(n(2t) (9.3.20) 


n=l 
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则 对 每 一 个 n， 响 应 为 


Fn = Pe (9.3.21) 
其 中 
D = nA (9.3.22) 
o, 
总 的 响应 为 
刀 ( 人 = Za 2 T OSAD 09.323) 


这 个 传 里 叶 级 数 虽 然 从 理论 上 讲 包含 无 穷 多 项 ， 但 对 于 实际 问题 只 需 非常 少 
的 几 项 就 具有 足够 的 精度 了 。 
2) 复 传 里 叶 级 数 及 周期 激励 下 的 响应 
已 知 频 响 函 数 瑟 (02) ， 则 
n, =A p, H (9.3.24) 


如 果 输 入 是 pe”, WANE AOp 
已 知 对 于 式 (9.3.4) ， 其 传递 函数 为 
1 


> 


(I @2y+ j2£ @, 


而 对 于 任 一 周期 激励 都 可 以 写成 傅 里 时 级 数 的 形式 为 


p, (0) = 5 B, (Qye n (9.3.26) 


Hh, PAD) 为 复数 。 o =E 
1 
由 正 交 性 得 


， =m 


r+ . ， 0， = 
f lP INR g -| nzm (9.3.27) 
r 1 
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可 容易 地 确定 系数 已 为 


— T+ ñ 
P == Í. pedt (n= 0, +1,--:) 
1 


FAAP, =P ERA, Aik 


9-1 


9-2 


9-3 


9-4 
9-5 


9-6 


9-7 


9-8 


9-9 


n, (t) = > IB (DUB (Q) le en (9.3.28) 
思考 题 与 习题 


用 中 心 差分 法 求解 下 列 运动 方程 : 
2 olfa] [s -ao 
0 ilal |-2 4Jaj l0 
初始 条 件 为 al -o= 0al-o=0 ， 取 时 间 步 长 为 At=0.28。 
运动 方程 为 &D+xD=0 , 初始 时 刻 x(0) =1, x(0)=0。 取 At=1, 分 别 用 
(1) Newmark 法 (6=1/2，a=1/4); (2) Wilson 0 法 (0=1.4) 计算 1=5 时 的 响应 x(5)。 
分 别 利用 Newmark 法 和 Wilson 6 法 计算 习题 9-1 所 给 出 的 运动 方程 ， 取 时 间 步 长 分 别 为 
At=0.28 和 Af=28。 
利用 Houbolt 法 计算 习题 9-1 所 给 出 的 运动 方程 ， 取 时 间 步 长 分 别 为 At=0.28 #lA:=28, 
图 E9.1 所 示 系 统 在 初始 时 刻 处 于 静止 状态 , 此 后 在 其 第 一 个 质量 块 上 受到 阶 牙 激励 Pou(?) 
的 作用 。 不 计 系统 的 阻尼 。 
(1) 用 哈密 顿 原理 建立 系统 的 运动 方程 ; 
(2) 用 中 心 差分 法 求解 系统 的 位 移 响 应 。 


> ER» E> 
J k k k k 


图 E9.1 


分 别 利 用 Newmark 法 和 Wilson 0 法 计算 习题 9-5 所 给 出 的 运动 方程 ， 注 意 考察 时 间 积分 
步 长 对 结果 的 影响 。 

利用 各 种 直接 积分 法 求解 习题 9-5 所 示 系 统 在 初始 条 件 为 =1 为 =0 x, =x,=0, X, =0 , 
为 =0 下 的 自由 振动 ， 并 分 析 各 种 积分 方法 的 振幅 衰减 和 周期 延长 。 

利用 Duhamel 积分 求解 无 阻尼 弹簧 质量 系统 的 稳 态 响应 ,系统 受到 FD= Fo(1-e%) 的 激励 。 
在 t=0 时 ， 系 统 静 止 在 平衡 位 置 。 

利用 Duhamel 积分 求解 无 阻尼 单 自由 度 系 统 受 到 图 E9.2 所 示 三 角 脉 冲 激励 的 稳 态 响应 。 
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FÀ 
Fo 
O L > 
to/2 fl 1 
图 E9.2 
9-I0 ”将 图 了 9.3 所 示 的 三 种 激励 展开 为 傅 里 叶 级 数 形式 。 
ED 


ny mno Gio 2r/O 4nio €6n/@ t 
(b) (o) 
图 E9.3 
9-11 根据 本 章 所 述 ， 分别 编写 “中 心 差分 法 ”"、“Newmark 法 ”和 “Wilson 9 法 ”的 通用 子 程 
序 ， 并 以 习题 9-1 为 算 例 进行 计算 。 
9-12 


在 上 题 的 基础 上 ， 将“ 中心 差分 法 ”、“Newmark 法 ”和 “Wilson 0 法 ”三 种 方法 的 结果 
以 及 三 者 的 平均 值 与 进行 精确 解 检 验 和 比较 ， 对 比 各 种 方法 的 计算 精确 性 。 精 确 解 为 


B 12] sv3 
> 1 É S (1- cos /2r) 


3 -上 2 Ë [-1=eos 5) 


a() = BX = 


第 10 章 模 态 又 加 法 
10.1 W 述 


这 一 章 将 介绍 另 一 种 求解 动力 响应 的 方法 一 一 模 态 芥 加 法 ， 求 解 是 在 所 谓 的 
模 态 空间 中 进行 的 。 模 态 壹 加 法 是 建立 在 横 态 的 正 交 性 及 展开 定理 基础 上 的 一 种 
求解 动力 响应 的 近似 方法 。 理 论 上 ， 对 于 一 个 自由 度 的 系统 ， 可 以 通过 方程 解 
耦 ， 确 定 模 态 坐 标 响应 ， 然 后 通过 线性 变换 得 到 物理 坐标 响应 。 但 实际 上 ， 在 一 
个 系统 的 振动 中 仅 是 较 少 几 个 模 态 在 起 主导 作用 ， 因 此 只 考虑 这 些 模 态 的 作用 ， 
而 无 需求 解 全 部 的 方程 ， 这 样 做 虽然 是 近似 的 ， 但 却 有 足够 满意 的 精度 。 这 便 是 
模 态 蕉 加 法 的 出 发 点 。 这 一 章 将 介绍 基于 位 移 横 态 的 位 移 模 态 登 加 法 和 基于 加 速 
度 模 态 的 加 速度 模 态 人 释 加 法 ， 这 是 在 工程 应 用 中 较为 实用 因而 应 用 较 多 的 方法 。 
本 章 将 从 以 下 几 个 方面 来 全 面 介绍 这 种 方法 : 

(1) 将 动力 学 方程 变换 成 模 态 方程 ; 

(2) 确定 以 模 态 坐 标 表 示 的 初始 条 件 ; 

(3) 用 模 态 位 移 法 确定 一 个 N 维系 统 在 简 谐 力 和 瞬 态 力 激 励 下 的 位 移 啊 应 
及 内 应 力 响 应 ; 

(4) 用 模 态 加 速度 法 来 确定 有 刚体 模 态 和 无 刚体 模 态 两 种 情况 下 的 位 移 响 应 
和 内 应 力 响应 。 


10.2” 模 态 位 移 法 


1. 模 态 方程 
1) 多 自由 度 系统 的 动力 学 基本 方程 
Mü + Cù + Ku = p(t) (10.2.1) 
已 知 初始 条 件 为 


0)= 
Po “o (10.2.2) 


ú(0) = Z, 
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又 知 
(K-@M)p, =0， (r=1,2,…,N) 
其 中 9, 为 正 交 的 ， 即 


o` Ke, =@; Mo,=0 (rzs) 


模 态 质量 为 
M, = @; Mg, 
模 态 刚度 为 
K, = oM, 
模 态 矩阵 为 
2=[m p Py] 
2) 模 态 方程 
ERRER, FS 
N 
u = O(t) => p,n, (0 (10.2.3) 
r=l 


其 中 , ARRAI 7, (1) 就 叫做 与 第 r 阶 模 态 相应 的 主 坐标 。 通过 这 个 坐标 变换 ， 
原来 耦合 的 动力 学 方程 (10.2.1) 就 成 为 解 耦 的 以 模 态 坐 标 表 示 的 模 态 方程 


m, Ila] +e p] +E [7 =[P.() (10.2.4) 
由 于 
Q en) (10.2.5) 
ú(0) = Py (0) 
用 @"M 前 乘 上 式 ， 并 注意 到 模 态 质量 的 定义 ， 则 有 
D" Mu(0) = P” MPNO) =[M, ]n(0) 
故 
7,(0) = DT Mu(0) (10.2.6) 


同 理 ， 有 


Ó$" Mi(0) = 6! MOn(0) = [M, ]n(0) 
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n, (0) -r PO (10.2.7) 


2. 截断 模 态 
N 
首先 考虑 截断 的 可 能 性 ,在 前 面 的 模 态 变换 中 , u = > on 包含 了 全 部 的 NN 个 | 


7 一 1 
模 态 。 事 实 上 上， 并 不 需要 知道 全 部 的 模 态 ， 因 为 一 方面 工程 实际 证 明 并 不 是 所 有 
的 模 态 都 能 被 激 起 ， 另 一 方面 在 模 态 位 移 法 中 ， 当 系统 的 响应 仅 包 含 少 数 的 一 些 
模 态 时 ， 此 法 将 更 加 有 效 地 显示 出 其 优越 性 。 至 于 取 几 个 模 态 为 好 ， 一 般 根 据 精 
度 要 求 或 工程 中 的 经 验 来 定 。 比 如 ，N =1000 ， 则 取 入 =50 < 入。 还 有 经 验 公式 
如 入 =1+8 或 入 =21 等， 其 中 7 为 所 关心 的 模 态 数 。 


那么 
Ñ 
AA = DAA = >`@,n, (t) (10.2.8) 
r=1 
其 中 
È =[@, @ `" Phl 
对 于 一 个 无 阻尼 系统 的 模 态 方程 


Mô + Kñ = P(O (10.2.9) 
它 可 以 写成 让 个 解 耦 的 方程 组 为 | 


Mi, +K), =P (r=1,2,,N) (10.2.10) 


3. 模 态 位 移 法 的 算法 


已 知 第 > 个 模 态 的 响应 是 
n,() =n, (0)cos(a,t) + 回 ù, (O)sin(o,) 
| r (10.2.11) 
+ zal P(r)sinw,(t —r)dr 
如 果 
p(t) = Peos( Rt) (10.2.12) 


P(0) = ÊT p() = (ÊT P) cos( 24) (10.2.13) 
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或 

P(t) = F, cos( 924) (10.2.14) 

其 中 
F, =P (10.2.15) 

解 得 
Mj, + K,n, = F. cos( 2t) (10.2.16) 

已 知 响应 为 

n, (t) = H - F, cos( 2t) (10.2.17) 


其 中 ， 石 为 频 响 函数 ， 当 输入 为 F. cos(Qt) BF, ERRE 7 cos( Q), Eh 
它们 只 是 幅 值 不 同 ， 而 频率 相同 。 这 同 单 自由 度 系统 的 结果 一 样 ， 那 么 


_M,n, s? + 开元 = 已 (10.2.18) 
_ F 
元 = (10.2.19) 


EMO KQB) 
根据 频 响 函 数 或 传递 函数 的 定义 有 


F, cos( 2t) 元 1 (10.2.20) 


m= F,cos( 2t) F, K,0-5) 


所 以 方程 的 解 或 模 态 响应 为 


1 F, 1 
O-ro Ë DEA 2 > cos( 2t) (10.2.21) 
a 
系统 近似 的 稳 态 响应 为 
~ Å E 1 
àG) = >`, ra = cos( 2t) (10.2.22) 
7 一 | r 


定义 
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(10.2.23) 


4. 例题 

例 10.2.1 图 10.2.1 是 一 个 四 层 楼 的 简化 模型 (已 知 量 都 已 标 在 图 上 ) 。 按 动 
力学 所 要 解决 的 问题 ， 需 确定 以 下 一 些 量 : 

(1) M 和 天 : 

(2) PO):; 

(3) 71. (0 

(4) (O. 

(5) 列表 比较 而 (0 在 不 同 截 断 处 的 值 ， 六 =123 ， 分 别 对 于 人 2=0， 
QQ=0.5mo ，2=1.3om 时 的 情况 ， 最 后 确定 入 =4 时 的 (加 ， 即 没有 截断 的 情况 ; 


Picos(27) mi=1 


图 10.2.1 ”四 层 楼 前 切 变 形 模 型 
(6) 给 出 不 同 截断 模 态 时 的 结论 。 


解 
1000 
0200 
[M]= 

0020 
00 03 
1 -1 0 0 
-1 3 -2 

[K]= 800x 0 
0 -2 5 3 


0 0 -3 7 
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0.17672 13.294 
. 7.660 
2 _j0.87970| io, = 127.6 
1.68746 41.079 
3.12279 55.882 


1.00000 1.00000 -0.90145 0.15436 
0.77910 -0.09963 1.00000 —0.44817 
0.49655 -0.53989 -0.15869 1.00000 
0.23506 -0.43761 ~0.70797 -0.63688 


Fe 


图 10.2.2” 模 态 示意 图 
(1) 由 于 M =o mo ,天 = @, TKg, = o M,, 


M, =2.87288, K, =507.695 
M, =2.17732, K, =1915.39 
M; =4.36658, K, = 7368.43 
M, =3.64239, K, =11374.4 


(2) 计算 模 态 力 。 从 图 10.2.1 上 知 


R 

0 
P= 

0 

0 
F, =ọ'P 


R=A, = 
FE=-0.90145B, F4 =0.15436P 
(3) 计算 对 简 谐 激励 的 模 态 响应 ( 稳 态 的 ) 。 
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F 
OE 


把 各 已 知 量 代 入 即 可 得 。 
(4) 计算 xz 的 近似 值 h(t)， 如 高 (1) 。 


Ñ 
ú O=) T, (t) 
r=] 


(5) 现 在 考虑 不 同 截 断 的 情况 。 
u (t) = Pah + Aah + Pih 十 网 4774 


„a B. eos (QD) (Ñ =2) 


K 2 
a 


-0.90145R cos(42t) 


K. 2 
Z) 


0.15436R cos(21) 
K 2 
° 
Wa 
š CP cos( 2t) 


如 果 只 取 第 一 项 ， 即 得 到 入 =1 时 的 截断 近似 值 ， 其 余 类 推 。 下 面 就 2 的 三 
种 取 值 将 wi (O 的 不 同 截断 系 数 C 近 似 值 列 于 表 10.2.1 P. 


表 10.2.1 采用 模 态 位 移 法 计算 不 同 截 断 模 态 情况 下 系数 C 


+(—0.90145)- (Ñ =3) 


+ (0.15436): (Ñ =4) 


C 的 值 N=1 N=2 N=3 N=4 
N=0 1.970x10 2.492x10 2.602x10 2.604x10 
N = 0.5@, 2.626x10 ° 3.176x10? 3.289x10 ° 3.291x10 


N =1.35, —1.301x10 —3.630x10 —5.228x10 4 —4.987 x10 
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(6) 结论 : 

D 如 果 在 上 述 三 个 频率 中 只 取 一 个 模 态 的 解 , 没有 任何 一 种 情况 能 得 到 精确 
解 ， 这 就 说 明 截 断 并 不 是 越 少 越 好 。 作 为 近似 解 应 以 计算 的 精度 要 求 为 截断 的 准 
则 。 

© 在 2=0 及 只 =0.5ol 的 情况 下 ， 当 取 N =3 时 结果 就 足够 精确 了 。 

© 但 在 人 Q2=1.3w 时 却 不 是 这 样 ， 取 任何 一 个 截断 ， 即 使 是 最 接近 精确 值 的 
截断 也 不 能 满足 精度 变 求 .这 是 因为 (2 =1.3w3 = $2.402 = 55.882 = 0 这 个 激励 频 
率 非 常 接近 于 o. MURS pa 对 ul(?) 起 着 主要 的 和 重要 的 作用 。 如 果 略 去 第 
四 项 ， 则 将 与 实际 情况 产生 显著 的 差异 。 因 此 ， 截 断 要 考虑 激励 的 情况 ， 特 别 是 
当 激 励 恰 与 某 一 模 态 频率 接近 时 ， 这 个 模 态 就 起 重要 作用 ， 不 考虑 它 就 会 产生 较 
大 误差 。 
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从 例 10.2.1 可 以 看 到 , 模 态 位 移 法 不 能 给 出 精确 的 解 , 即 使 是 在 静 载 荷 (02=0) 
的 情况 下 ， 也 不 能 得 到 精确 解 。 所 以 为 了 得 到 精确 解 就 需要 计算 许多 模 态 ， 收 敛 
速度 也 慢 ， 通 过 模 态 加 速度 法 ， 这 个 困难 可 以 得 到 缓解 。 由 于 这 种 方法 改变 了 收 
伍 特 性 ， 截 断 的 数目 六 也 可 被 减少 ， 只 需要 从 特征 解 中 取得 较 少 的 频率 和 模 态 。 


1. 模 态 加 速度 法 的 算法 
1) 考虑 无 阻尼 、 无 刚体 位 移 的 多 自由 度 系统 


Mü + Ku = p(t) (10.3.1) 
模 态 加 速度 法 的 出 发 点 是 这 样 的 (从 运动 方程 可 得 ) : 
u=K !'(p— Mü) (10.3.2) 


而 立项 近似 地 由 模 态 位 移 法 中 的 站 代替 ， 则 
ë= Kl(p— Mü) (10.3.3) 
Epa 即 为 由 模 态 加 速度 法 得 到 的 近似 解 。 再 利用 前 面 的 结果 ， 进 一 步 展开 为 


Ñ 
ü= K'lp-K'15> Mo,, (10.3.4) 


r=1 


由 特征 问题 
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(K - o; M)ọ, =0 


_ a A 1) 
= K p-2, z |2- 


其 中 第 一 项 叫做 “人 擅 静 响应 项 ” 第 二 项 叫做 “ 模 态 加 速度 项 ”。 

Eo 改善 了 收敛 速度 ， 可 以 看 到 ，7 越 大 的 项 ， 对 响应 的 影响 越 小 ， 当 
r— o J, o >0. 

从 式 (10.2.11) 可 以 直接 求 导 而 得 六 (0 的 表达 式 。 这 里 重 述 ww,(1) 如 下 : 


1 
M,@, 


n, (t) =y, (0)cos(@,t) + >i, (0O)sin(@,t) + fir. (r)sino,(t-r)dr (10.3.5) 


因为 ， 对 于 变 上 限定 积分 的 导数 有 
T [ear = Jay sen 


所 以 


t t 
sJ P.(r)sino, (t -1)dr = | P.()o, coso, (t —r)dr + P.(Osin@, (t — D 
dí? o 0 


=o, | P(r)coso, a — paz 
0 
再 求 导 得 
o, | P.G)coso, G -rdr =@, =e sina, Ddr + (Desa —D 
dt’ 0 0 


t 
- 22 Í P(r)sinw,(t —r)dr + @, P. (D) 
0 


于 是 
7, (t) = 一 0O271 (0O)coso,t — ,7,(0)sinw,t 
1 J o f 
+ [wo P(O] -2 Í P.(z)sino, (t-r)dr 
O, M,@, "0 


=—o?n,(0)coso,t — o}, (0)sino,t 


,PO 外 


t 
M. [| A A (10.3.6) 
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例 10.3.1 PLAB 10.2.1 楼 房 模型 为 例 ， 用 模 态 加 速度 法 进行 求解 。 做 以 下 
几 点 工作 : 

(1) 决定 立 的 表达 式 ，; 

(2) 列表 展开 名 人 0 在 访 取 1,23 时 ， 对 人 2= 00.5 四 ,1.3m 的 响应 ; 

(3) 比较 上 表 和 模 态 位 移 法 得 到 的 表 ， 并 给 出 结论 。 

解 (1) T 


2.60417 1.35417 0.72917 0.31250 

-1 1.35417 1.35417 0.72917 0.31350 x107 
0.72917 0.72917 0.72917 0.31250 
0.31250 0.31250 0.31250 0.31250 


az= 


则 


r=l 


Ñ 
ü (O) =a, n cos( 2t) _ Sha 
HK (10.2.21) 48 


Ñ QR? 
n (O = aih cos( 2t) + >| wp? Jan 
r=] r 


将 上 式 展开 ,分 析 访 取 不 同 值 时 ，w 的 精度 情况 : 


u (t) =2.60417x10 B cos( 2t) 


176.72 


2 
507.695 x| 1 — R 
176.72 


a 


2 
aioa cos( 2t) 
(N=1) 


+ 
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Q 
——T |x1.0x A cos(2t) 
879.70 


To 
1915.39x| 1- 
i 6 


-好 |, (-0.90145) x [-0.90145R cos(2t)] 
1687.46 (Ñ =3) 


2 
7368.43 x| 1- 2 
1687.46 


> 0.15436x0.15436 cos( 2t) 


(Ñ =2) 


+ 


C 
3122.79 


+ fr G ST 
113744x| 1-| —2— 
3122.79 


> CR cos( 2t) 


(Ñ =4) 


(2) 三 种 情况 的 输入 激励 分 别 为 
QR? =0, 44.197, 2851.80 
就 这 三 种 频率 计算 w(t) 中 各 种 不 同 截断 时 的 系数 CC 列 于 表 10.3.1. 
表 10.3.1 采用 模 态 加 速度 法 计算 不 同 截断 模 态 情况 下 系数 C 值 


C Ñ=1 N=2 N=3 N=4 
2=0 2.604x10 2.604x10” 2.604x10 2.604x10 
(2 = 0.52, 3.2261x10 3.288x10 3 3.291x10 3.291x10 2 
N =1.30; 5.044x 10 -2.506 x10“ -5.207 x10 —4.987 x10% 


(3) 结论 


@ 在 如 =0 时 ,不 需要 任何 标准 模 态 的 贡献 就 能 得 到 精确 的 静态 解 ， 这 是 与 
位 移 法 比较 显著 的 差别 之 一 。 在 位 移 法 中 ， 即 使 N =3 时 的 静态 解 与 精确 解 也 还 
有 差异 。 由 于 模 态 加 速度 法 的 出 发 点 就 是 要 改善 模 态 位移 法 的 精度 。 而 芯 与 立 的 


区 别 主 要 在 伪 静 力 项 天 一 P 上 ， 因 此 改善 是 从 静 力 开始 的 。 


© 在 QQ=0.5@ 时 ,即使 在 入 =1 时 ,也 非常 接近 精确 解 。 而 访 =2 时 的 解 与 
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N =3 时 的 位 移 解 相同 ， 说 明达 到 同样 的 精度 ， 加 速度 模 态 法 需要 较 少 的 模 态 参 


数 和 较 少 的 计算 工作 量 。 

®© 在 Q=1.3w; 时 ， 由 于 非常 接近 ww4 N 的 任 一 个 取 值 (< 入)， 即 模 态 加 速 
度 法 的 任何 一 种 截断 都 与 精确 解 有 较 大 误差 。 这 一 点 与 模 态 位 移 法 中 得 到 的 结论 
是 一 致 的 。 即 在 外 界 激励 接近 于 系统 的 某 一 个 固有 模 态 时 ， 计 算 必 须 将 这 个 模 态 
的 贡献 ， 而 且 是 主要 贡献 考虑 进去 ， 和 否则 任何 一 种 方法 都 不 可 能 得 到 精确 解 。 

2) 有 阻尼 无 刚体 位 移 系统 的 响应 

这 里 只 考虑 一 种 比较 简单 的 情况 ， 即 


BTCP = 0 (可 对 角 化 ) 


C, =; C9, Š 2£ M,@, 


那么 ， 模 态 方程 为 


.. . 1 
j, +2£ @,n, + O27, = 有 (r=1,2,…,N ) (10.3.7) 
其 中 
C 
rol p: Cg, (10.3.8) 


解 这 个 微分 方程 同 于 解 一 单 自由 度 问 题 ， 其 解 为 


n, ©) =n, (0)e 0 cos(ægt) + 一 咏 (0) +£ 0,7), (Oe E sin(oy,t) 
d 


其 中 
o, =o, l-6 
用 模 态 加 速度 法 求解 得 
(10.3.10) 


u(t) = K '[p() -Cù — Mii] 
HE, u K iW SC REAR, WARSI RE AA 
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为 
| Ñ w: 
g()= Kp -KCY en, - K M> 9, 
r=1 r=] 
E Afa \ . Aai. 
=K'!p()- >` pi -J — |ü, (10.3.11) 
r=1 O, r=1\ Or 
由 
Mii + Cu + Ku = 0 (al) 
得 
1 2. 
mo (b1) 
N 2 
Sf or onson -0 (c1) 
r=l r @, 
由 
KMi+K Caitu=0 (d1) 
推 得 
-1 N -. —1 N . N 
K''M2> pñ, +K CD DD + 2 0, = 0 (el) 
r=1 r=! r=l 
N 
DK IMO + K Con, + 9,7,)=0 (fl) 


r=1 


比较 式 (c1) 与 式 (f1)， 并 由 wy, 可 以 导出 式 (10.3.11) 。 
下 面 求 对 简 谐 激 励 的 稳 态 响应 。 
根据 模 态 个 加 法 最 后 把 问题 归结 为 求 w(t) ， 如 果 输 入 是 简 谐 激励 ， 则 有 
p = Peos( Qt) 


那么 解 耦 的 模 态 方程 为 


J, +2£ O, n, +0, = ra JPcos(421) -二 cos( Qt) = o? 2 (10.3.12) 


r 
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已 知 对 于 一 个 单 自由 度 系统 ， 设 其 对 号 cos(427) 的 响应 是 ukp， 则 


Miip + Cúp + Kug = B, cos( Qt) (a2) 


BRA ug =U cos(Qt — a) 是 方程 式 (a2) 的 解 。 


同 理 ， 令 
u; = U sin(Qt -a) 
是 方程 
Mü, + Cü, + Ku; = P, sin( Qt) (b2) 
的 解 。 
用 i= V-1 乘 以 式 (b2) ， 再 加 上 式 (a2) 就 得 到 
Mü + Ct + Ku = p = Pe (c2) 
其 中 
H =upg + ju, = Ue” (d2) 
将 式 (d2) 代 入 式 (c2) 得 
U- h 


(K-M )+iCR 


根据 传递 函数 或 频 响 函数 的 定义 有 
1 1 I 


H(Q)y=—— — — = 
(K-M@)+iC2 K (-@2)+i(20) 
所 以 
B 
了 = 一 K ei? (10.3.13) 


(I- @2)+i(2£@) 


其 中 云 的 实 部 即 为 我 们 所 要 求 的 解 。 对 于 第 > 个 方程 有 
1 1 


— 10.3.1 
K. a- D) +i26, 6,) í 4 


H, (Q) = 


10.3” 模 态 加 速度 法 - 287 ` 


其 复数 解 为 
F, 
K, int 
TOSTE 
N 
u = P7) = > p7, (0) 
=l 
Bp 


N T 
一 P, -@, P 1 | it 
u => — — je 
r=1 K 


r 1G(0-22) +i.) 


为 了 取得 其 实 部 ， 将 频 响 函数 写成 幅 值 和 相 角 的 表达 式 为 


1 1 i@y, 


B,(Q) = B,(Q)|e ” = e 


K, Ja-Ə2 +G, 


取 其 实 部 即 为 模 态 响应 
F, 


一 了 


K 


,(() = cO A + gy; ) 
”VU rs É 


由 式 (10.3.20) 可 得 六 人为 


mn, (t) =—Q -in At + Py ) 
Jü - 222 + (Q£ o. )2 I 


(10.3.15) 


(10.3.16) 


(10.3.17) 


(10.3.18) 


(10.3.19) 


(10.3.20) 


(10.3.21) 


将 式 (10.3.21) 和 (10.3.12) 代入 式 (10.3.11) 可 得 到 用 模 态 加 速度 法 求解 有 阻尼 系统 


响应 的 公式 。 
2. 由 模 态 登 加 法 确定 动 应 力 


在 动力 学 分 析 中 ， 包 括 确定 动 应 力 ( 弯 矩 、 剪 力 、 轴 力 等 随时 间 的 变化 ) 以 及 
确定 结构 特殊 点 上 的 最 大 动 应 力 以 便 进行 强度 计算 和 结构 设计 ， 借 助 于 模 态 炙 加 
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法 可 得 。 
1) 模 态 位 移 法 


6(1) = 5 ST, (t) (10.3.22) 
r=1 


其 中 7 (为 模 态 坐 标 ， S. 为 由 于 第 > 个 模 态 的 单位 位 移 (7 =1) 时 的 应 力 。 
2) 模 态 加 速度 法 


EC) =F ps- >|] S.J, (t) (10.3.23) 
r=1 r 
由 于 模 态 加 速度 法 相对 于 模 态 位 移 法 将 加 速 收敛 速度 ， 因 此 ， 在 计算 动 应 力 
时 往往 用 模 态 加 速度 法 。 
3) 例子 
从 上 面 的 分 析 中 看 到 ， 关 键 是 确定 5S, ， 而 7 ,六 的 确定 已 经 在 前 面 阐明 。 
仍 以 例 10.2.1 四 层 剪 切 楼 房 为 例 ， 设 [c| 表示 剪 切 力 ， 那 么 ， 


a; =h(u 一 zz) 
G, = k,(u, —us) 


Gs = k (us — u4) 


O4 = Kaua 
写成 矩阵 形式 为 
G, k — 0 0 u 
Os 0 0 L -所 | 
O, 0 0 0 K, |u 
所 以 
S= K.@ 


S, k -hh 0 0 Ai P2 A3 Pu 
0 k, -k, 0 lg P2 Pa Pa 
Ss 0 0 k, =k; || Pi P2 P3 P4 
0 0 0 k, [Pn Pa Pn Pu 
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利用 前 面 的 已 知 数据 可 算出 S， 得 到 ,后 ， 可 得 6 或 8。 
ED, 表示 应 变 模 态 ， 则 


£ = @,7? 


其 中 ,由 儿 何 关系 确定 。 
设 天 为 弹性 模 量 ， 则 
o = ke = kØ, 


其 中 ，k@ = S thu] dH o, 得 到 。 
10.4 ”含有 刚体 模 态 的 模 态 着 加 法 


前 面 讨论 的 是 没有 刚体 位 移 的 所 谓 约束 系统 ， 这 里 指出 ， 对 于 天 ”不 存在 的 
会 刚体 位 移 的 系统 仍然 可 用 模 态 个 加 法 。 


1. 基本 方程 
Wue 表示 刚体 位 移 ，we 表示 弹性 位 移 ， 则 
u(t) = up (t) + up (£) = Dr nn (D + Dene (D (10.4.1) 
实际 上 ， 可 把 系统 的 模 态 分 成 刚体 模 态 和 弹性 模 态 两 部 分 为 
B=[B. @,] (10.4.2) 


那么 Bh 有 NE hj, D 包含 Ns 个 向 量 ， 则 
N = Na + Ny. (10.4.3) 
此 处 考虑 无 阻尼 的 情况 。 对 于 动力 学 基本 方程 有 
mü + ku = p 
可 写成 
müpg + mig + kuna + kup = p (10.4.4) 
对 其 作 模 态 变换 得 
mQ, ja + MDtje + kana + kDene = p (10.4.5) 
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将 GT =[B。 Del 前 乘 (10.4.5) 式 得 


DI lo lo pl | DR 
aaa 9 m, + oI kDa np + pI kDenE = oI p (10.4.6) 


E E 


通过 和 矩阵 分 块 运算 得 到 两 个 式 子 。 
第 一 个 式 子 为 


Qm, ü, + DL mO, + DL kD na + DL kong = Dp (10.4.7) 
由 正 交 性 得 ， 第 二 、 四 项 为 零 ， 由 刚体 模 态 不 提供 应 变 能 ， 得 第 三 项 为 零 。 于 是 
Mri =Ø; p (10.4.8) 


对 式 (10.4.8) 进 行 两 次 积分 即 可 得 到 刚体 坐标 7 为 
mO= | Jo HP dr +n (0) +n (0) (R =1,⁄2,---.Na) 


第 二 个 式 子 为 
Q m, ja + Da më, šj, + DL kD na + DL kOng = Dp (10.4.9) 
由 正 交 性 得 ， 第 一 项 、 第 三 项 为 零 ， 于 是 
Metjs + Kee = Dp (10.4.10) 


那么 这 个 方程 也 就 是 前 面 所 熟悉 的 、 以 模 态 坐标 表示 的 动力 学 基本 方程 。 对 这 个 
方程 可 以 应 用 模 态 又 加 法 求解 。 


2. 模 态 位 移 法 
对 弹性 模 态 进行 截断 ， 易 知 
ût) = Br + Ó. (10.4.11) 


由 于 刚体 位 移 (刚体 横 态 ) 不 提供 应 力 ， 所 以 动 应 力 为 


NE 
M) = khe = > 5,T, (10.4.12) 


r=!l 


其 中 人生 为 内 部 应 力 向 量 ， 计 为 弹性 模 态 。 
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3. 模 态 加 速度 法 


在 前 面 的 模 态 加 速度 法 中 有 天 -! 项， 但 对 于 有 刚体 位 移 的 情况 天 是 不 存在 
的 。 由 于 使 得 有 -不 存在 的 因素 是 刚体 模 态 的 存在 ， 则 如 果 去 掉 刚 体位 移 的 影响 ， 
仅 考虑 与 弹性 位 移 对 应 的 丰 ， 那 么 十: 存在。 由 


u = Okra + Bee (10.4.13) 


HP, m 一 项 已 由 式 (10.4.9) 求 得 ， 这 里 仅 把 模 态 加 速度 法 用 于 we。 
由 上 面 的 推导 知 


mg7j + kana = Dap 
所 以 
ne =kp' pap — kg My (10.4.14) 
代入 式 (10.4.13) 得 
u = Prig + DekE Pgp 一 DE ks Metje 
模 态 加 速度 法 的 核心 就 是 截断 ， 刚 体 模 态 全 部 保留 
ü = Om + agp -Bel Mehe (10.4.15) 


第 一 项 刚体 模 态 的 个 数 是 有 限 的 ， 第 三 项 因为 截断 计算 量 也 是 有 限 、 较 少 的 。 但 
第 二 项 计算 较 困 难 ， 其 中 
ap = Baka DE (10.4.16) 
现在 ， 主 要 的 工作 是 确定 ap 。 一 方面 Be 的 维 数 较 高 ， 另 一 方面 高 阶 模 态 精 
度 低 ， 所 以 如 果 直 接 求解 式 (10.4.16) 难度 较 大 。 
WRH u= ug + 三 代入 动力 学 基本 方程 ， 即 


mii + müg + kur + kup = p (10.4.17) 
注意 到 pg =0， 所 以 刚体 位 移 不 提供 弹性 能 。 
令 
Pe = p — mig (10.4.18) 
那么 


mig + kup = Pp © (10.4.19) 


.292， 第 10 章 KSAM 


而 
i = O, ñ, = @, Ma Pa p (10.4.20) 
弹性 力 为 
pe = p- mB Mi OR p = (1 — mO, Ma DR )p Š Rp (10.4.21) 
其 中 
R= I—m@, Ma Qa (10.4.22) 


注意 到 及 中 只 包含 刚体 模 态 ,而 刚体 模 态 的 个 数 又 是 有 限 的 , 因而 可 通过 来 
简化 计算 。 | 

定义 柔 度 矩阵 wa， 如 果 只 考虑 弹性 模 态 或 弹性 位 移 ， 就 相当 于 求 有 约束 条 件 
FERRE, HW 表示 静 弹 性 位 移 ， 那 么 


W = app (10.4.23) 
则 把 刚体 位 移 约束 后 就 成 为 静 问 题 ku = p ， 即 
k ho ° k 
Pi 11 12 1n W, 
P2 ka ka `“ kon W. 
P |=| ka k | (10.4.24) 
Pn kl kz kn “g 


p = kaun + kpup 


FP, krup =0。 所 以 解 这 个 方程 只 需 (N - Na) 个 方程 。 故 得 到 划 去 Ni $F. Ng 
FURER kp W 


W 0 PEL 
12| lo 0 ... o || PE2 
W =| m j=]. . a .lpg (10.4.25) 
， : 1 Kg : : 
0 0 ... 
Un PEn 


因为 所 ， 到 对 应 的 是 约束 位 移 ， 即 所 =W, =0 5ER kp WAERT A 
移 上 设 零 得 到 的 结果 一 致 ， 这 样 也 就 给 出 了 a RKA, BEE k HE ug 所 对 应 
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的 行 和 列 得 到 的 矩阵 求 道 得 KE! ， 然 后 再 在 原来 行列 上 添 零 即 可 。 
由 于 下 中 还 包括 刚体 模 态 ， 因 此 令 | 
W, =W -RCR (10.4.26) 
其 中 ，CR 为 这 样 的 量 ， 它 使 得 
Ql mW, = 0 (10.4.27) 


亦 即 W. 与 刚体 模 态 是 正 交 的 。 


< 
QI mW, = O mW -Pi m@, Ca = DRmW — MaCr = 0 (10.4.28) 
得 
Cr = Mi DmW (10.4.29) 
则 
Wz =W -ØR Ma FImW = (1 -Pp Ma DmW = R'W =a p (10.4.30) 
RIW = Riape = R'aRp = asp (10.4.31) 
比较 等 式 两 端 得 
ar = R'aR (10.4.32) 
动 应 力 为 
Ñ 
El) =c, — >| S p, (0) (10.4.33) 
r=l ©, 
其 中 ， 静 应 力 项 o,, 是 由 pg 得 到 。 
4. 例子 


例 10.4.1 分 析 如 图 10.4.1 所 示 的 系统 。 


Ul H2 U3 
k=1 k=l 
= PÓ 


图 10.4.1 含 刚体 位 移 的 振动 系统 
解 (1) 建立 基本 方程 ， 然 后 求 频率 、 模 态 ， 并 确定 M, , K, 。 
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1 0 OJ[ü 1 -1 Olu 0 
0 1 0||ë |+|-1 1+1 -lllw, |=| 0 (1) 
0 0 ihi 0 - 1h] | 
令 
u = @cos( ot) (2) 
得 代数 特征 值 方程 为 
l-@° -l 0 |ry, 
-1 2-o -1. ||, |=0 (3) 
0 -1 1-w ||% 
H 


0 -1 1-w 
得 
w (a -40 +3)=0 (4) 
其 三 个 根 为 
=0, œ =l, œ =3 (5) 
l 1 1 
=I1ll, @,=|0 |, @=|— (6) 
1 -1 1 


其 中 gp 为 刚体 模 态 ， 表 示 每 个 质点 运动 相同 的 部 分 。 如 果 把 系统 看 作 刚 体 ， 将 没 
有 gp 和 gy， 那 么 系统 的 运动 符合 在 理论 力学 中 得 到 的 结论 : 


M, = mọ, = @, 9, (7) 


K, =o M, (8) 
因此 
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M, =3，j =2， M,=6 (9) 
Ki=0, K,=2, K,=18 
(2) 确定 初始 条 件 。 
由 于 系统 在 1=0 时 是 静止 的 ， 因 此 
n,(0)=7,(0)=0 (r=1,2,3) (10) 
(3) 计算 广义 力 。 
P.() = @; p(n) (11) 
P =PO = po 
P, =—ps(t) = -Po (12) 
P, = p(t) = po 
(4) 求 模 态 响应 。 
以 模 态 坐标 表示 的 解 耦 的 动力 学 方程 
37 = po 
2 访 +271 =-p (>0) (13) 
6773 +1873 = Po 
可 以 求 得 这 三 个 微分 方程 的 解 为 
_ PË? 
m 三 6 
7, = [1 -cos(e9)] (14) 


h = afi _ cos( yt) ] 
从 后 两 式 可 得 
J = Po (w? )cos(wt) = -22 cos(at) 


l (15) 
jh = Te Cw) cos(a) = P cos(wt) 


(5) 决定 应 力 模 态 8. 。 
下 面 从 弹簧 力 开始 分 析 (弹簧 力 就 是 要 算 的 内 应 力 ): 
第 一 个 弹簧 内 有 


-29° 第 10 章 jS Iz 
o, = k (u, =) 


第 二 个 弹簧 内 有 


G, = k,(us —u,) 


aJ f- 1 o] z 
s, | lo — | 2 A m 


TRIERA 


1⁄5 


1] 1 1 
s= = 0 .1 1 1 0 -2 
52 1 -1 1 


(6) 模 态 位 移 法 。 
ô, = > sz () 
现在 总 共 就 两 个 弹性 模 态 ， 截断 一 个 取 广 =1， 则 
(CD=s272(D 


其 中 不 截断 的 精确 解 为 


olt) =s, +s ` 


02] e 


-2af eee] ef esl) 
i 


所 以 


o (t) = z| [1- cos(@t)]+ z7] [1- cos( st) | 
(7) 模 态 加 速度 法 。 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 
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Pe = p- miig 


1 2 
p 
up = gg =|!1 Fa 
1 


1 
ür =| 12 
1 


2P0 _ _ Po 
3 (= Po 3) 
将 分 析 结 果 作 图 ， 如 图 10.4.2 所 示 。 


Po Po Pa 


3 3 3 
k 1 k; 
: 


图 10.42 ASJA 


* 297 > 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


从 图 10.4.2 可 知 ， 它 是 一 个 自 相 平衡 的 力 系 ， 因 此 pe 又 称 作 自 平衡 载荷 ， 49 
静 力 即 是 在 这 个 平衡 力 系 下 分 析 弹 簧 的 受 力 情况 而 得 到 的 。 通 过 取 自 由 体 分 析 受 


力图 得 
右 中 的 力 为 
cou = 了 
k, 中 的 力 为 
— = 
所 以 
Po 
[al 3 
G.J, | 2Po 
3 


通过 以 上 分 析 ， 得 出 了 确定 0,, 的 步骤 。 


(30) 


(31) 


(32) 
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考虑 截断 N =1， 则 


~ l .. 
6 =, t (33) 
如 果 两 个 弹性 模 态 都 考虑 ， 则 
G= =G, - s -Esi (34) 
a 3 
最 后 得 
-_ Il_polll pl! 
-| -到 [| [osos (35) 
6, 3|2] 211 


(36) 


Q 
lI 
一 一 一 
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" 
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t |5 
— 
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© Ti 
G 
© 
[721 
$ 
ba S 
+ 
I3 
一 一 一 
© i 
© 
© 
ww 
Ë 
k= 


思考 题 与 习题 


10-1 图 E10.1 是 三 自由 度 的 弹簧 振子 系统 ,在 左边 的 一 个 质量 上 作用 有 激励 力 P1(?)=Posin(w?， 
其 中 w=1.7(Um)"”， 试 求 系统 的 稳 态 响应 。 


Posin( wt) 
A k k. k 
⁄ >Z a ⁄ ⁄ 
Pea he Fer 


图 E10.1 


10-2 一 轻型 飞行 器 的 水 平稳 定 器 被 简化 为 3 个 集中 质量 系统 的 模型 ， 见 图 E10.2 (a) 其 刚度 、 
质量 矩阵 和 固有 频率 及 模 态 形状 已 经 求 出 。 若 飞行 器 遇 到 一 突然 的 阵风 ,其 产生 的 阶 跃 力 
为 p(D=[500 100 100]KD， 其 中 RD 为 单位 阶 跃 力 ， 如 图 E10.2 (b) 所 示 。 试 用 模 态 位 移 法 
求解 : 
(1) 确定 模 态 响应 (表达 式 ， 假 设 VC0)= V (0)=0; 
(2) 确定 万 (0) 响 应 的 表达 式 ， 并 指出 各 模 态 的 贡献 。 


其 中 
4 0 O 
ca 6 ha 
0o08 


0.0656 -0.1538 0.1220 
—0.1538 0.4797 -0.5843 
0.1220 -0.5843 1.2593 


K= 


思考 题 与 习题 +299. 


œ; = 59900 831 -4.96 1.70 
0 =1330000, @=|408 5.36 -4.35 
@2 = 8400000 110 3380 5.71 
O) 
y, 万 y, 1 
MII I at 
© 0o o 
s > 
t 
(a) (b) 
图 E10.2 
10-3 一 栋 三 层 楼 房 ， 如 图 E10.3 所 示 ， 其 刚度 、 质 量 抢 阵 和 固有 频率 及 振 型 如 下 : 
800 -800 0 1 0 0 
K=|-800 2400 -1600|，M=|0 2 0 
0 -1600 4000 0 0 2 
wf = 251.1 1.00000 1.00000 0.31386 
w2 =1200.0, ø =| 0.68614 —0.50000 -0.68614 
0? =2548.9 0.31386 —0.50000 1.00000 


(1) 确定 模 态 质量 、 模 态 刚 度 矩 阵 M, K, 

(2) 若 pz(D=[100 100 100]rcos(20， 确 定 模 态 力 F, 

G) 确定 稳 态 响应 六 的 表达 式 ; 

(4) 用 模 态 位 移 法 确定 u 的 响应 ， 并 指出 各 阶 模 态 对 响应 的 贡献 ， 列 出 当 激 励 频 率 分 别 为 
Q=0, Q=0.5o,, 9=0.5(oli+ow3) 时 ，a 的 振幅 随 截取 模 态 数 变 化 的 表格 。 


10-4 若 上 题 中 的 柔 度 和 矩阵 为 
2.29167 1.04167 0.41667 
a=| 1.04167 1.04167 0.41667 | X 10° 
0.41667 0.41667 0.41667 
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(1) 用 模 态 加 速度 法 ， 确 定 wi 响应 的 表达 式 ; 
(2) 列 出 当 激 励 频 率 分别 为 8B=0，28=0.5wol，98=0.S(oli+o3) 时 ， 的 振幅 随 截 取 模 态 数 
变化 的 表格 ， 并 对 结果 加 以 分 析 。 
10-5 ”试用 模 态 秋 加 法 求 图 E10.4 所 示 系 统 在 简 谐 激励 作用 下 的 稳 态 响应 。 已 知 L =b =k=k, 


m i=W;=miy=mo 


10-6 在 图 E10.5 中 的 三 层 楼 建筑 中 , 假设 地 面 的 水 平 运动 加 速度 为 区 = asin(@t) , WREE 


楼 房 相对 地 面 的 稳 态 强迫 振动 。 
"L 
I 


图 E10.5 
10-7 在 图 E10.6 所 示 系统 中 ,已 知 m,c,hw 和 Fi(i=1,2) 。 用 模 态 秋 加 法 求 系统 的 稳 态 响应 。 
F'isin(@ 5) Fosin(o t) 


c 


fa 
图 E10.6 


10-8 图 E10.7 中 两 端 自由 的 等 直 杆 轴 向 振动 的 刚度 和 质量 矩阵 为 
+ + + 
ne @ ° 
k——— S. 


2 1/2 


思考 题 与 习题 +301. 


1 0 0 

-1 2 -ll, M=m0 2 0 
0 -1 i 0 0 1 
其 中 m=pAL/4，k=24E/1L。 现 在 其 左 端 作用 激励 力 用 (= pocos 2t (提示 : 四 =0)。 

(1) 确定 对 于 两 个 弹性 模 态 的 模 态 轴 向 应 力 S =[s,ss 和 S, = [sss], RP s 为 联结 质 
量 m fl m, 之 间 的 杆 中 轴 向 应 力 ，s 为 联结 质量 m, 和 m, 之 间 的 杆 中 轴 向 应 力 。 

(2) o =[o,(D,ox (D| 为 两 杆 中 的 轴 向 动 应 力 。 利 用 模 态 位 移 法 估计 稳 态 应 力 矢量 ol?) , 
并 分 析 两 个 弹性 模 态 各 自 的 贡献 。 

(3) 利用 模 态 加 速度 法 估计 稳 态 应 力 矢 量 cf) ， 并 分 析 两 个 弹性 模 态 各 自 的 贡献 。 


第 11 章 一 维 连续 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 
11.1 概 述 


本 章 所 研究 对 象 的 质量 和 弹性 都 是 在 结构 中 连续 分 布 的 ， 这 些 结构 体 假 设 是 
均 句 和 各 向 同性 的 ， 并 在 弹性 范围 内 服从 胡 克 定律 。 为 了 说 明 弹 性 体内 每 一 质点 
的 位 置 ， 需 要 无 限 多 数目 的 坐标 ， 所 以 ， 这 类 物体 具有 无 限 多 个 自由 度 ， 它 的 自 
由 振动 包含 无 限 多 个 主 振 型 。 这 样 的 连续 系统 又 叫 分 布 参数 系统 ， 其 运动 规律 由 


， 偏 微分 方程 描述 。 


本 章 将 分 析 一 维 的 基本 弹性 体 结构 振动 问题 。 研 究 对 象 包括 : 弦 、 杆 、 梁 以 
及 环 的 振动 。 振 动 形式 涉及 横向 振动 、 纵 向 振动 、 扭 转 振 动 及 组 合 振 动 。 因 为 在 
分 析 工 程 中 的 实际 结构 时 ， 往 往 根据 其 结构 的 几何 特征 及 载荷 特点 而 简化 成 一 些 
基本 的 元 件 模型 或 基本 元 件 的 组 合体 模型 。 因 此 ， 研 究 基 本 元 件 的 振动 既是 实际 
问题 的 需要 ， 同 时 又 是 研究 复杂 结构 振动 的 基础 。 


11.2 5% HJ Jë zJ 


一 根 单位 长 度 质量 为 p 的 挠 性 弦 在 张力 了 下 被 张 紧 。 假 设 弦 的 横向 挠 度 》 很 
小 ， 因 而 随 找 度 而 变 的 张力 变动 很 小 ， 可 以 不 予 考虑 。 


图 11.2.1 横向 振动 中 的 弱 单 元 体 


11.2 3% J Be 3 '303， 


图 11.2.1 表示 一 段 长 度 为 dx 的 弦 分 离 体 图 。 假 设 挠 度 和 和 斜率 很 小 ， 则 了 方向 
的 运动 方程 为 (由 牛顿 第 二 定律 ) 


2 
7 [0+] -T0= pdx 2 
Ox ot 


或 
2 .2.2 (11.2.1) 
因为 弦 的 斜率 是 
o= 2 (11.2.2) 
那么 式 (11.2.1) 可 简化 为 
0y_1.0y | (11.2.3) 


其 中 ,c= JT / p 可 被 证 明 为 沿 弦 传 播 的 波 速 。 
方程 式 (11.2.3) 的 一 般 解 可 用 下 列 形 式 来 表示 : 
y=RF,(ct — x) + E,(ct + x) (11.2.4) 


其 中 ,五 和 为 满足 连续 性 要 求 的 任意 函数 。 不 管 函 数据 (i =1,2) 的 形式 如 何 ， 对 
自 变 量 (et + x) 微分 后 就 得 到 方程 式 


2 2 I 
F. F. 
m _ 4 2i (i=1,2) (11.2.5) 


因而 微分 方程 被 满足 。 . 
分 析 ”根据 数学 分 析 中 复合 函数 求 导 的 方法 ， 如 果 


Sœ) =F] 
那么 
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在 式 (11.2.4) 中 ， 记 


P=ct-x, @ =ct+x 


则 


同 理 


S 9 1 -1 和 
op r 30 c Ət 
ot 
dy _ 1 Ə°F, 


dp PaP 
3y _ 1 Ə*F, 
8p e of 


因此 不 论 下 是 什么 形式 ， 也 不 论 是 对 (ct-x) 或 (ct+x) 求 微分 ， 都 得 到 式 (11.2.5) 
的 结果 。 

分 析 组 成 项 y=Fi(ct-x)。 它 的 数值 是 由 自 变量 (ct-x) 决 定 的 ， 因 而 也 就 是 由 一 
系列 上 和 xy 的 数组 决定 的 ,例如 ,假使 c=10, 则 方程 式 y=F1(100) 将 被 {=0, x=-100; 
1=1, x=—90; {=2, x=—80 等 所 满足 ， 所 以 波形 以 速度 c 没 x 轴 的 正方 向 运动 。 按 同 
样 方式 ， 可 以 证 明 Fz(ct+x) 代 表 以 速度 c 沿 x 轴 负 方向 运动 的 波 ， 这 就 是 c 作为 波 

解 偏 微 分 方程 的 方法 之 一 是 变量 分 离 法 。 在 这 一 方法 中 ， 解 被 假设 为 如 下 形 
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y(x D =Y(x)G(D) (11.2.6) 


将 式 (11.2.6) 代入 方程 式 (11.2.3) 中 ， 得 


1d2y _ 1 1 dG 

Ya ¿Gd (11.2.7) 
因为 这 个 方程 的 左边 与 ! 无 关 ， 右 边 与 Xx 无 关 ， 因 而 如 果 式 (11.2.7) 恒 成 立 ， 那 么 
等 式 两 边 必 须 是 一 常量 。 令 这 一 常量 为 -(o/ej ， 于 是 得 到 下 列 两 个 常 微分 方程 


2 2 
aze) Y=0 (11.2.8) 
c 
2 
+ozG=0 (11.2.9) 


易 知 这 两 个 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
Y= Asin 2x |e Boos 2x) (11.2.10) 
c c 


G = Csin(@t) + D cos(ot) (11.2.11) 


其 中 A,B,C,D 为 任意 常数 ， 由 边界 条 件 和 初始 条 件 所 决定 。 
车 弦 被 张 紧 于 相距 1 的 两 固定 点 之 间 ， 则 边界 条 件 为 


y(0,)=0 (11.2.12) 
yat) = 0 (11.2.13) 
由 式 (11.2.12) 得 8=0， 则 解 的 形式 为 
y [Csin + Deos(on]sin| Š> (11.2.14) 
由 式 (11.2.13) 导致 方程 式 
sn =o (11.2.15) 


则 
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wl _ 27l 


n = 
c A, 


其 中 , 4, =e f, IEK f, ARARE , MAR 11.2.15) 即 为 频率 方程 . 式 (11.2.16) 
中 的 每 一 个 n 表示 一 种 主 振 型 的 振动 ， 其 固有 频率 取决 于 下 列 方程 式 : 


=n, n=1,2,. (11.2.16) 


Aa -= 二.c= 二 n=1,2,… (11.2.17) 
x T. 
可 以 看 到 ， 振 型 曲线 是 正弦 曲线 ， 其 分 布 为 

y=si[ on (11.2.18) 


A (11.2.18) 即 为 弦 的 振 型 函数 ， 易 知 此 三 角 函 数 是 正 交 函数 。 
在 更 一 般 的 情形 中 ， 解 将 包含 所 有 的 主 振 型 ， 而 位 移 方程 可 写成 


y(x,) => (C,sino,t + D, cosa r)sin— (11.2.19) 
n=l 
nnc 
@, =— 
l 


Hh, Cr 及 D, 由 初始 条 件 y(x,0) 及 y(x,0) 决定 。 
例 11.2.1 ”一 根 长 度 为 7 的 匀 质 弦 ， 两 端 固定 并 用 张力 了 张 竖 。 假 如 弦 被 变 
形 为 任意 形状 y(x,0) 然后 释放 ， 求 方程 式 (11.2.19) 中 的 系数 Ce 和 Dr。 
解 ” 当 t=0 时 ， 位 移 和 速度 为 
y(x,0) =7D, sin 
n=l 


y(x,0) = >e, C, sin =0 
利用 三 角 函 数 的 正 交 性 ， 第 一 个 方程 乘 以 sin ez , 并 从 x=0 #J x=1 积分 ， 则 
除 n=k 项 外 ， 右 边 所 有 的 项 将 变 成 零 。 于 是 ， 
i 
D, - [yas Eds 


C,=0, k=1,2,3,.… 
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11.3” 杆 的 纵 问 振动 


假设 杆 是 细 的 和 沿 其 长 度 是 匀 质 的 。 由 于 轴 向 力 的 作用 , 沿 杆 将 产生 位 移 & ， 
这 个 位 移 将 是 位 置 x 和 时 间 t 两 者 的 函数 。 因 为 连续 杆 有 无 限 多 个 固有 振 型 ， 
而 位 移 的 分 布 将 随 每 一 振 型 而 不 同 。 

研究 图 11.3.1 中 长 度 为 dx 的 一 个 杆 单元 。 


Z Op 
| S 
一 一 k e 
一 | | 
2 


图 11.3.1 杆 单元 的 位 移 


设 z 为 处 的 位 移 ， 则 x+dx 处 的 位 移 为 x+(au/8xrjdx 。 于 是 ， 单 元 dx 在 新 
的 位 置 上 将 有 数量 为 (Bu/ax)jdx 的 长 度 变动 , 因而 单位 形变 为 Bu/ax 。 根据 胡 克 定 


律 : 


ðu P 
—=— 11.3.1 
ox AE ( ) 


其 中 ，4 为 杆 的 横 截面 积 ， 为 材料 的 弹性 模 量 。 对 x 求 导 可 得 


Bu 3P 
AE—=— 11.3.2 
Bx Ox ( ) 
对 单元 dx 用 牛顿 第 二 定律 得 
2 
pair g= P+ p (11.3.3) 


其 中 ，P 为 单位 体积 的 质量 密度 。 将 式 (11.3.2) 代 入 式 (11.3.3) 并 消去 dx ， 得 


3u EOu : 
2 Po (11.3.4) 
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或 
1 Ou u 


ea Ox 


这 一 方程 与 弦 的 振动 方程 式 (11.2.3) 相似 。 杆 中 波 的 传播 速度 为 


设 解 的 形式 为 
u(x,t) = U(x)G(t) 


将 得 出 与 式 (11.2.10) 及 式 (11.2.11) 类 似 的 两 个 常 微分 方程 为 
U(x)= dsin( 2x] +Beos 2x) 
c c 
G(t) = Csin(wt) + Dcos(@t) 
同 理 ， 可 以 求 得 问题 的 解 。 


Bi 11.3.1 求 一 个 自由 -自由 杆 的 固有 频率 和 振 型 形式 。 
解 ” 首 先 分 析 边 界 条 件 。 


(11.3.5) 


(11.3.6) 


(11.3.7) 


(11.3.8) 


(11.3.9) 


对 于 自由 一 自由 的 边界 条 件 很 易 得 知 力 的 边界 条 件 为 ， 其 端 部 的 应 力 为 零 。 


由 式 (11.3.1) 应力 为 
P_ g 2 
A Ox 
所 以 推 得 位 移 边 界 条 件 为 
图 -0 
Ox /0 
及 


于 是 ， 得 到 两 个 方程 


AC [Csin(et) + Dcos(er) | =0 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 
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r 2 |- B s [2 3j [Csin(æt)+ Dcos(et) |= 0 (e) 


因为 这 两 个 方程 对 任意 时 刻 t 成 立 ， 所 以 从 第 一 个 方程 (d) 得 
A=0 


又 因为 B 必须 是 有 限 的 ， 所 以 方程 (e) 需 满足 的 条 件 是 


ane] =0 

c 

oil -onl |2 =m, n =0,1,2,3, 
c E 


这 就 是 自由 -自由 杆 纵向 振动 的 频率 方程 ， 由 此 可 得 振动 频率 为 


-三 JE 
n I p 


n E 


h= 


其 中 ，n 代表 振 型 的 次 数 。 起 始 位 移 为 零 时 ， 自 由 -自由 杆 的 解 可 以 写成 


nn . {nx JE 
u = ug cos] — x |sn| — x, |—t 
| l J | l V? J 


所 以 ， 沿 杆 的 纵向 振动 的 振幅 是 具有 nn 个 结 点 的 余弦 波 ， 其 中 wo 可 由 下 面 的 关系 
推 得 


u(x,t) = cos zj[csn(on + Deos(@t) | 


由 初始 条 件 
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所 以 
D=0 


u(x,t) = Coos 2zjan(on 
c 
; = 2l. 
(x,t) = | - J [cocos(on | 
u(x,0) = Cecos[ 2x) 
c 
利用 三 角 函 数 的 正 交 性 ， 得 


l 
C= 二 | ix, 0)cos| 2x jd su, 
æl do | C 


11.4 杆 的 扭转 振动 


令 x 是 沿 杆 的 长 度 方向 的 坐标 ， 则 在 杆 的 任 一 长 度 dx 上 ， 由 扭矩 7 引起 的 转 
角 为 
_ 了 
hG 
EFP, IG 是 由 横 截 面 面 积 的 极 惯 失 元 和 前 切 模 量 G 的 乘积 给 出 的 扭转 刚度 。 作 
用 于 单元 两 个 端面 上 的 扭矩 分 别 为 了 和 了 7+(877/azdx ， 如 图 11.4. 1 所 示 。 


d8 dx (11.4.1) 


图 11.4.1 作用 于 单元 体 dx LAHE 


2 
该 单元 体 的 惯性 矩 是 prdx , 角 加 速度 是 > ， 合力 矩 为 (718mdx ， 由 式 
(11.4.1) 可 得 
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2 
L e (11.4.2) 

Ox ort 

由 动量 矩 定理 得 
30 30 
plpdx a PG Ort (11.4.3) 
或 

2 2 
— s (11.4.4) 

ort p ôx 


这 一 方程 与 杆 的 纵向 振动 方程 具有 相同 的 形式 ， 其 一 般 解 可 直接 解 出 


| O(x,t) = L slo <J + Beos or] . | Csin(øt) + Dcos(øt)] (11.4.5) 


同 理 ， 可 由 边界 条 件 确 定 频率 和 振 型 ， 由 初始 条 件 确 定常 数 C AI D 。 

例 414.4 RE 11.4.2 所 示 一 端 固 定 、 一 端 自 由 的 匀 质 杆 扭转 振动 时 的 固有 
频率 方程 。 

解 设 :=0 时 ，9=0， 有 D=0， 则 由 式 (11.4.5) 知 


0= Ë so 人 | + pes oa 


~、 

边界 条 件 为 
(1) x=0, 0=0; 
Q)x=1 T-0 即 22-0 $ 

Ox ; 
因此 

B=0 
0 = ssin| o > pin(on) 
G 图 11.4.2 悬臂 杆 的 
扭 振 模型 
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频率 由 下 面 的 方程 决定 


= 有 c n=0,1,.… 
2JIŅ\ p 


例 11.4.2 A E F A AATRES. AE E 
HAR, ERWEE, ATAG SkA ARREA 0 的 终端 质量 来 代表 ， 如 图 11.4.3 
所 示 。 求 固有 频率 的 计算 公式 。 


T-I ú, Ip 

J | 人 
0 

= f 
图 11.4.3 一 端 有 集中 质量 的 杆 的 扭 振 模型 


解 ” 由 上 端 边 界 条 件 x=0, 98=0 导 出 B=0 ;下 端 边界 条 件 是 力 的 边界 条 件 ， 
但 可 转换 成 位 移 边界 条 件 。 
在 x=/! 处 ,由 于 圆 盘 的 存在 ,扭矩 不 再 等 于 零 ， 而 应 等 于 扭转 振动 的 惯性 和 矩 ， 


2 . 
2e) a 
af 人 


即 
由 分 离 体 得 到 招 矩 为 
00 
圆 盘 的 惯性 矩 为 


由 达 关 贝尔 原理 或 由 动量 矩 定 理 得 


GI (2) = JT O 
x=l 
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将 0= ¿s| Jx pinen 代入 上 式 得 


; p 
C7 of2 os o2 = Jyo’ ao 


整理 得 


GJ JowoVyG Jo 


_ y pl G _ 7 G 
Jæ p JoolNp 


E, Ja = Lpp1 为 杆 的 惯性 距 。 这 个 方程 属于 如 下 形式 的 方程 : 


Jy 
£ tan 8 = 一 
Jo 


-= øl |2 
f-o £ 


对 于 这 类 方程 通常 可 由 图 解法 或 查 表 法 或 其 他 数值 方法 求解 。 
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对 轴 系 扭 振 的 设计 及 特性 分 析 ， 一 般 采 用 传统 的 解析 法 、 等 效 集中 质量 法 、 
有 限 元 法 、 传 递 和 矩阵 法 等 ， 它 们 均 有 一 定 的 不 足 。 这 里 介绍 一 种 四 端 网 络 方法 ， 
应 用 机 械 阻 抗原 理 ， 从 系统 的 输入 阻抗 入 手 ， 分 析 轴 系 的 谐振 特征 、 频 率 方程 、 
各 阶 模 态 等 性 能 。 四 端 网 络 法 的 模型 精确 、 算 法 简便 迅捷 ， 易 于 实现 计算 机 辅助 
设计 和 性 能 仿真 。 
1. 扭转 系统 的 四 端 网 络 模 型 

1) 捏 振 运 动 方程 及 其 求解 

假设 有 一 均 质 变 截面 杆 ， 长 为 L， 横 截面 对 中 心 的 极 惯性 算 为 po. MER 
度 为 Pp， 剪 切 弹性 模 量 为 G 。 建 立 如 图 11.5.1 所 示 的 坐标 系 ， 图 中 MERRE, 
9 表示 扭转 角 ， Z, 为 输出 端的 负载 。 


其 中 
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à ó, 


ji 


图 11.5.1 变 截面 杆 作 扭转 振动 的 示意 图 
显然 ,x 截面 的 扭转 角 位 移 9 是 坐标 x 和 时 间 1 两 个 变量 的 函数 ， 即 6=0(x,)， 
不 难得 到 其 扭转 振动 的 运动 控制 方程 为 
o, 1 dp00, 1 09 (11.5.1) 
əx? J dr ôx C or 
其 中 ，C, =JG/p 为 杆 中 扭 振 波 速 。 
如 果 变 截面 杆 受 角 频 率 为 w 的 简 谐 激励 ， 则 方程 式 (11.5.1) 变 为 


2 
46 1de dO, ooo (11.5.2) 
d Tp dx dx 


Eh, k=0/C, 称 为 波 数 。 
| 方程式 (11.5.2) 作 变 换 9 = 一 上 ,可 和 
对 方程 式 (11.5.2) 作 变 换 J 


2 
y=0 (11.5.3) 


1 Ë(Vh) 
J ae ' 
显然 只 有 当局 为 正常 数 时 ， 方 程式 (11.5.3) 才 有 简 谐 解 


y = Asin(k,x) + B cos(k,x) 


HP, kk- 


此 时 


[Asin(k x) + Bcos(kx)] (11.5.4) 


六 


0= 


2) 四 端 网 络 的 模型 结构 
根据 变 截面 杆 两 端的 边界 条 件 ， 可 得 到 其 机 械 运动 方程 组 为 
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_PC dpi ġ PCshlp  _ PC eh Di a 0155a 


! j2k dr l jktan(kL) ' jksin(k.L) 


_ pCsh nil à __CCo1pa à q PC, dl À (11.5.5b) 
2 jksin(kL) ' jktan(kL) °” j2k dx 


方程 组 (11.5.5a) 和 (11.5.5b) 可 化 为 


Hah sea (11.5.6) 
M, 221 C22 || Mi 

由 矩阵 方程 式 (11.5.6) 知 ， 任 意 单一 截面 杆 可 等 效 为 一 四 端 网 络 ， 如 图 11.5.2 
所 示 ， 方 程式 (11.5.6) 称 为 传输 特性 方程 。 


gaala “° Da M8sft8x:pi. 相应 地 ， 称 上 ,ao vc 为 四 端 


Qz Go 


网 络 传输 参数 ， 它 们 仅 与 截面 杆 的 形状 参数 有 关 。 
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图 11.5.2 ”单一 变 截 面 杆 的 等 效 四 端 网 络 


在 实际 应 用 中 , 扭 振 系统 往往 是 由 多 个 单一 截面 轴 单 元 组 合 而 成 的 复合 系统 。 
如 果 将 组 成 系统 的 每 一 个 环节 都 等 效 为 一 四 端 网 络 ， 然 后 将 相应 各 传输 矩阵 连续 
相 乘 ， 就 可 得 到 系统 的 整体 四 端 网 络 及 其 传输 和 矩阵， 如 图 (11.5.3) 所 示 。 捏 振 系 统 
的 性 能 取决 于 其 整体 四 端 网 络 传输 矩阵 。 


[a 


1 1 2 2 
Ql æ Ql Gi 
MI 


l 1 2 2 
n An C21 an 


图 11.5.3 ”组 合式 扭 振 系统 的 等 效 四 端 网 络 串联 图 


按 其 组 合 的 顺序 ， 将 各 级 传输 矩阵 连续 相 乘 ， 可 得 到 复合 扭 振 系统 的 整体 传 
输 矩 阵 为 
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n n 一 n-l 1 1 
B zel. an z |an ije sa (11.5.7) 
an an| |an an llon ay an G> 
3) 轴 单 元 类 型 及 其 四 端 网 络 传输 参数 


在 扭 振 系 统 中 ， 为 保证 其 有 简 谐 解 ， 一 般 采 用 等 截面 、 圆 锥 型 、 指 数 型 、 巧 
链 线 型 等 单元 ， 它 们 对 应 不 同 的 四 端 网 络 传输 参数 。 
2. 扭 振 系 统 的 设计 及 特性 分 析 

由 扭 振 系 统 的 四 端 网 络 传输 特 性 方程 ， 可 得 到 其 输入 阻抗 和 频率 方程 ， 从 而 
可 计算 其 准确 的 固有 频率 ， 或 在 固有 频率 已 知 的 情况 下 ， 准 确 设计 系统 的 结构 尺 
寸 。 此 外 ， 还 可 分 析 扭 振 系 统 的 阻抗 特性 、 频 率 特性 及 各 阶 模 态 等 。 

1) 阻抗 分 析 

假设 扭 振 系 统 输出 端的 负载 为 Z。， 根 据 四 端 网 络 传输 特性 方程 式 (11.5.7), 
可 得 到 系统 的 输入 阻抗 为 


z, = R% (11.5.8) 
A — O12LR 
当 振 动 系 统 的 输出 端 自由 ( 空 载 ) 时 ， 即 Z, =0 其 输入 阻抗 为 
z =- (11.5.9) 
C22 


2) 频率 方程 和 两 端 捏 转角 速度 比 

振动 系统 的 频率 方程 可 从 系统 输入 阻抗 的 表达 式 直接 得 到 。 广 义 地 说 ， 振 动 
系统 可 以 有 半 波 长 和 四 分 之 一 波长 两 种 谐振 特征 ， 它 们 对 应 着 不 同 的 频率 方程 。 
在 实际 应 用 中 , 常用 的 是 半 波 长 谐振 特征 的 扭 振 系 统 , 因此 仅 给 出 这 一 特殊 情形 。 

所 谓 半 波 长 谐振 特征 ， 是 指 空 载 时 输入 阻抗 Di = 0 的 情形 ， 由 式 (11.5.9) 得 
频率 方程 为 


an = 0 (11.5.10) 

当 振 动 系统 的 输出 端 具有 负载 时 ， 其 输入 阻抗 为 
z =R (11.5.11) 

Go ~ O12LR 


3) 模 态 分 析 
假设 系统 的 输入 状态 向 量 已 知 ， 那 么 由 四 端 网 络 传输 特性 方程 ， 可 以 求 出 扭 
振 系统 任意 位 置 上 状态 向 量 的 精确 值 ， 由 此 可 得 到 系统 的 振 型 函数 和 应 力 分 布 。 


11.5 轴 系 的 扭转 振动 317 ` 


振 型 函数 反映 的 是 一 种 比例 关系 ， 与 输入 到 系统 的 功率 无 关 ， 而 应 力 分 布 与 答 入 
到 系统 的 功率 大 小 直接 有 关 。 


3. 应 用 举例 


由 于 四 端 网 络 具有 统一 的 模型 结构 ， 各 种 形状 的 轴 单 元 又 有 其 特定 的 传输 参 
数 ， 从 而 使 系统 串联 网 络 个 数 减 到 最 少 ， 因 而 非常 容易 实现 计算 机 辅助 设计 和 分 
析 。 特 别 是 四 端 网 络 传输 矩阵 的 阶 数 低 ( 只 有 四 阶 ) ， 其 参数 又 有 精确 的 表达 式 ， 
从 而 克服 了 有 限 元 等 数值 方法 庞大 的 运算 工作 量 和 精度 限制 等 缺陷 。 

例 11.51 试 分 析 下 列 组 合式 轴 系 统 ， 其 几何 形状 如 图 11.5.4 所 示 ， 
D1=D;s=200mm, Ds=Ds=300mm, D; = 400mm , L, = Ls = 4500mm ,L,;=L,=6500mm, 
L, =8000mm ,材料 密度 为 p= 7850kg/m3 ， 剪 切 弹性 模 量 为 G=815x10" N/m? , 


图 11.5.4 组 合式 轴 系 的 结构 简 图 


解 ” 按 四 端 网 络 方法 ， 图 11.5.4 所 示 轴 系 可 等 效 为 图 11.5.5 所 示 的 四 端 网 络 
串联 图 ， 其 中 al, a. a, a, 分 别 为 第 i 段 轴 单 元 对 应 的 四 端 网 络 传输 参数 ， 
i=1,2,…,5 。 这 样 ， 系 统 的 整体 传输 矩阵 为 


5 5 4 4 1 1 
Ë ze |-| ah ze o ae || ah a| 
Qn a 
21 “22 C21 C22 L021 G C21 An 


0, Ó, 


esigi iH 
图 11.5.5 组 合式 轴 系 的 等 效 四 端 网 络 串 联 图 

根据 频率 方程 式 (11.5.10)， 可 以 求 得 系统 的 备 阶 固有 频率 ， 其 前 四 阶 的 扭 振 

固有 频率 为 
f. =88.589Hz, f, =117.547Hz, f, =176.508Hz, f=196.468Hz 

当 输 出 端 自由 时 ， 系 统 的 输入 阻抗 由 式 (11.5.9) 给 出 ， 其 频率 特性 如 图 11.5.6 
所 示 。 
假设 系统 的 输入 状态 向 量 为 
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Zm: s) 


20 40 60 80 120 160 200 
Hz 


图 11.5.6” 空 载 时 系统 输入 阻抗 的 频率 特性 


根据 四 端 网 络 传输 特性 方程 ， 可 求 得 轴 系 任意 截面 上 状态 向 量 的 精确 值 ， 由 
此 可 得 到 系统 的 各 阶 模 态 ， 图 11.5.7 给 出 了 其 前 4 阶 位 移 模 态 的 仿真 结果 。 


-lo 5 10 15 2025 30 
(a) 第 1 阶 模 态 


0 5 10 15 2025 30 0 5 10 15 2025 30 
(e) 第 3 阶 模 态 (d) 第 4 阶 模 态 
图 11.5.7 系统 前 4 阶 位 移 模 态 的 仿真 结果 
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11.6 梁 横 向 振动 的 一 般 情况 

1. 深 振 动 的 运动 微分 方程 

1) 欧 拉 梁 的 定义 

G) x 轴 即 中 性 轴 ， 无 拉 伸 也 无 压缩 ; 

(2) 保持 平面 假设 ， 即 变形 前 后 保持 横 截 面 与 中 性 轴 重 直 ， 忽 略 剪 切 变 形 的 
影响 ; 

(3) 材料 是 线 弹性 的 ， 梁 是 各 向 同性 的 ; 

(4) cy 和 cx 相对 cx 来 讲 可 以 忽略 不 计 ; 

(5) x-y 平 面 是 主 平面 ， 梁 在 主 平面 内 振动 ; 

(6) 忽略 转动 惯量 的 影响 。 | 

以 上 假设 中 ， 最 本 质 的 是 不 考虑 剪 切 变形 和 转动 惯量 的 影响 。 

2) 运动 方程 

为 了 确定 梁 的 横向 振动 微分 方程 ， 研 究 图 11.6.1 中 所 示 的 作用 于 梁 的 一 个 单 
元 上 的 力 和 力矩 。 


(b) 作用 于 单元 体 上 的 力 
图 11.6.1 承受 横向 动 载荷 的 梁 


320. 第 11 章 一 维 连续 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 


那么 根据 材料 力学 的 知识 可 得 


2 
R$ =M (11.6.1) 


Eh, ERRBES, MARERA. 
进一步 可 以 根据 单元 体 的 受 力 情 况 推 得 


则 


2 2 
Sas = p(x,) (11.6.2) 


假设 p(x,t) 是 梁 横向 振动 的 惯性 力 ， 那 么 


2 
pist) = -p422 (11.6.3) 
ot 
其 中 4p 为 梁 的 质量 密度 。 
将 式 (11.6.3) 代 入 式 (11.6.2) 得 梁 的 横向 振动 微分 方程 ( 梁 的 欧 拉 方程 ) 为 
32 3y 82y 
一 一 | ET—— |=-p4— 
| r p4 at? (11.64 


如 果 到 党 梁 长 保持 常 值 ， 则 得 到 


at 3? 
EIZ -PATA (11.6.5) 
w 

EI 

a= DA (11.6.6) 
则 

3? at 

Z ta T0 (11.6.7) 
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3) 方程 的 解 
对 于 偏 微分 方程 式 (11.6.7) ， 同 样 可 用 分 离 变量 的 方法 。 令 


yD = X(x)G(t) (11.6.8) 


当 梁 按 主 振 型 振动 时 ， 各 点 的 变化 是 时 间 的 简 谐 函 数 ， 即 
y = X[Asin(@t) + Bcos(ot)] (11.6.9) 


Hp, X 即 为 振 型 函数 . 它 是 x 的 函数 ， 确 定 了 深 的 主 振动 的 形状 。 
将 式 (11.6.9) 代 入 式 (11.6.7) 得 


—=— (11.6.10) 
axi o 
记 
2 2 
— 4 (11.6.11) 
a? EI 


容易 验证 sin(kx) , cos(kx) , sinh(kx) , cosh(kx) 都 是 式 (11.6.10) 的 特 解 , 于 是 该 方程 的 
通 解 为 
X = C sin(kx) + C, cos(kx) + C; sinh(kx) + C, cosh(kx) (11.6.12) 
HP, C ~ G4 四 个 常数 由 梁 的 边界 条 件 决定 。 
对 于 简 支 端 ， 搁 度 和 弯 甜 都 为 零 ， 即 


X=0 4-0 (11.6.13) 
对 于 国 支 端 ， 挠 度 和 曲线 斜率 为 零 ， 即 
X=0, + (11.6.14) 
对 于 自由 端 ， 弯 矩 和 剪 力 为 零 ， 即 
X o, Xo (11.6.15) 


一 根 平面 静 定 梁 总 共有 四 个 端点 条 件 ， 这 四 个 端点 条 件 是 由 式 (11.6.13) 一 式 
(11.6.15) 的 某 种 组 合 。 根 据 这 四 个 条 件 可 以 确定 各 常数 之 间 的 比值 ， 还 可 以 得 到 
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频率 方程 。 这 样 各 个 振 型 及 频率 都 可 以 求 出 来 。 把 一 切 可 能 的 振 型 全 加 在 一 起 ， 
得 到 欧 拉 梁 的 横向 振动 一 般 表达 式 为 


y(x,t) = Y x, [4 sin(@wt) + B, cos(,r)] (11.6.16) 
il 


下 面 讨论 各 种 端 条 件 下 式 (11.6.12) 的 通 解 。 
2. 儿 种 典型 边界 条 件 下 欧 拉 方程 的 通 解 


1) BARRAR 
为 了 解 题 的 方便 ， 将 通 解 式 (11.6.12) 改写 为 如 下 形式 


X=O [cos(kx) + cosh(kx)] +C, [cos(4x) _ cosh(kx)] 


(11.6.17) 
+G, [sin(&x) + sinh(kx)] +C, [sin(&x) _ sinh(&x)] 
HFE, mL RAE 
(I) Xo=0; 
2 
(2) = =0 
dx x=0 
(3) X. =0; 
2 
(4) = =0 
dx x=! 
由 条 件 (1) 和 (2) 得 
C, =C,=0 
由 条 件 (3) 和 (4) 得 
C,=C, 
及 
sin(k) = 0 (11.6.18) 
式 (11.6.18) 即 为 简 支 梁 振动 的 频率 方程 (或 特征 方程 ) ， 而 
kl = n, 27,37,- (11.6.19) 


是 这 个 方程 的 根 ( 即 特征 根 ) 。 
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按照 式 (11.6.11) ， 主 振 型 的 圆 频率 是 


OO =akš = 5 
_ 4an? 
=- (11.6.20) 
_ 4an? 
0 = 72 
而 任 一 主 振 型 的 频率 为 
2 
On nn El (11.6.21) 


f" 2 27 Ap 


由 式 (11.6.21) 可 见 ， 振 动 周 期 与 杆 长 的 平方 (7) 成 正比 ， 与 截面 积 的 回转 半 
(VIA) REHE. 那么 , 在 几何 上 相似 的 杆子 ,振动 周期 与 杆 长 的 平方 成 正比 增 


加 。 I 
对 于 这 个 问题 ， 振 型 函数 为 


X(x) = Dsin(ke) (11.6.22) 


对 于 各 个 大 值 有 
X, = D, sin— 


X, = D, sin 


X, = D, sint 


可 见 ， 在 这 种 端点 条 件 下 的 主 振动 是 一 系列 正弦 曲线 。 各 种 振 型 下 全 杆 长 上 的 半 
波形 数目 是 1,2,3,… 把 这 些 正 弦 振 动 曲线 又 加 起 来 , 任何 初始 条 件 所 引起 的 自由 振 
动 可 表示 为 


y(x,t) = Xs EL, sin(w{) + B, cos(@;t)] (11.6.23) 
河 
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其 中 ，A,B, 由 具体 的 初始 条 件 决定 。 
如 果 初 始 条 件 为 


(J) = JG), O = .A(X) 
将 此 条 件 代 入 式 (11.6.23) ， 得 


(CO) = fG) = >B, sin 


Oo = fi =D Aasin T 


ERP, 38/38 6 k 46236 330 J yoki, JHsin(izz/D TRAE 
式 的 左右 两 端 ， 然 后 从 x=0 到 x=/ 积 分， 得 


2 pi 
4 -sn (11.6.24) 


B, -2 f Sosin dr (11.6.25) 


FER (11.6.24) 及 式 (11.6.25) RAE 即 得 简 支 梁 振动 系数 的 通 式 。 
例 11.6.1 设 上 =0 时 ， 深 是 直 的 ， 外 来 的 冲击 使 距 左 端 为 c 的 一 小 段 65 梁 长 


上 得 到 一 个 初速 v， 这 种 情况 下 有 
f(x)=0, 0<x<! 


|x- c|< ó 


_ JV, 
nofe E 其 他 


将 此 条 件 代 入 到 式 (11.6.24) 及 式 (11.6.25) 得 
B, = 0 


A = vősin Re 
lo, l 


2vó 2 


Inc . inx 
y=——2—sin—sin—sin( 2; 
l ziin l l (2r) 


11.6” 梁 横向 振动 的 一 般 情 况 “325， 


如 果 c= 了， 即 撞击 在 本 的 中 点 上 ， 则 


y= 22 einain(o) _ Z sin E sin(a) t sin sinos) Ei | 


3 


or 


_ 2vól f 
I 


Tsin T sin(a) 一 Zin Esin (os) + sin sin (ot) - : - 


由 此 可 见 ， 这 时 只 有 与 中 点 对 称 的 那些 振 型 才 会 发 生 ， 而 且 各 阶 振 型 的 振幅 
与 (1/i?) 成 比例 地 下 降 。 

2) 两 端 自由 的 梁 

自由 -自由 粱 的 边界 条 件 为 


o [$F] =o 
dx x=0 
2 
(3) Ë 3 =0 
dx x=l 
3 
(4) Ë =0 
dx x=l 
由 条 件 (1) 和 (2) 得 
C =C4=0 
所 以 


X =G [cos(eo 十 cosh(kx)] +G, [sin(kx) + sinh(kx)] 
由 条 件 (3) 和 (4) 得 


C,|—cos(kI)+cosh(u) |+ Cs[-sin(H)+sinh(K)|=0 
| C,[sin(#)+sinh(u) |+ C;|—cos(k)+cosh(i) |= 0 


因为 CuCs3 为 非 零 解 的 条 件 是 方程 组 的 系数 行列 式 为 零 ， 据 此 得 其 频率 方程 为 


[—cos()+cosh(u2) | -[sinn? (4) |-| sin? (x) |= 411.6.26) 
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已 知 
cosh? (KI)—sinh’ (KH)=1 
cos? (kl)+sin? (Kk)=1 
频率 方程 式 (11.6.26) 可 进一步 化 简 为 
cos(kl)cosh(kl)=1 (11.6.27) 
方程 (11.6.27) 的 前 6 个 根 是 
hl=0, kl=4.730, k4=7.853 


k,l =10.996, ksl=14.137, kl=17.279 


各 阶 频 率 为 
QO, k'a 人 wz 
=0, = -= 2, = 一 一 ,. 
A h 27 27 3 2z 


RE AA WUUNRIAD 05828, H m =0 代 入 微分 方程 式 (11.6.25) 得 


4 
-0 (11.6.28) 
对 其 积分 并 考虑 端 条 件 (1) 一 (4)， 得 
X=a+bx (11.6.29) 


这 代表 了 平 动 与 转动 的 组 合 运 动 。 这 个 刚体 位 移 可 锥 加 到 自由 振动 中 去 。 
3) 两 端 固 定 的 梁 
边界 条 件 为 
(1) X. =0; 


dX 
TORS 


(3) X. =0; 


dx 
(4) 5 =0。 


由 (1) 和 (2) 得 
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C, =C,=0 
由 (3) 和 (4) 得 
C, [cos(KI)—cosh(H)|+ C,[sin(k)-cosh(ki) |= 0 
c,[sin(t)+cosh(t) |+ Ca [~cos(H)+ cosh(H)|=0 
同样 由 系数 行列 式 为 零 的 条 件 可 以 得 到 与 式 (11.6.27) 相同 的 频率 方程 ， 这 就 
意味 着 两 端 固 定 与 两 端 自 由 的 梁 具 有 完全 相同 的 频率 。 只 是 根据 边界 条 件 和 式 
(11.6.27) ， 在 两 端 固定 的 情况 下 没有 相对 于 kl = 0 的 运动 。 
4) 一 端 固定 一 端 自 由 的 梁 


边界 条 件 为 
(1) X. =0; 


由 条 件 (1) 和 (2) 得 
C =C =0 
由 条 件 (3) 和 (4) ， 可 得 频率 方程 
cos(kl)cosh(kI) = —1 (11.6.30) 
方程 (11.6.30) 的 前 6 个 根 为 
kl=1.875, kl=4.694, k/I=7.855 
k,l =10.996, ksl=14.137, kl=17.279 


可 以 看 到 ， 频 率 越 高 ， 这 些 根 与 前 述 的 自由 -自由 梁 的 根 越 接 近 。 
我 们 知道 ， 任 一 振 型 的 频率 为 
O _ k'a 
f in 2m 


基 频 为 
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í -2 |] 
l 2 1 


L l 2 lApn 
1 f. 3515\ EI 


振动 周期 


这 个 结果 将 在 后 续 的 讨论 中 与 瑞 利 法 的 结果 作 比 较 。 
5 一 端 固定、 一端 简 支 的 梁 


边界 条 件 为 
(1) X 0 =0 ; 
dX — 
2 F =° 
(G) X =0; 
2 
(4) (S) =0 
dx x=] 
由 条 件 (1) 和 (2) 得 
Ci =C =0 
由 条 件 (3) 和 (4) 得 


C| cos(H)—cosh(H)]+C [sin(K)-sinh (KH)]=0 
B [~cos(K)—cosh(K)]+ C, [-sin(k/)-sinh(41)]=0 
由 系数 行列 式 为 零 得 
[eos(H)— cosh (41) || sin (x1) + sinh (k7) ] -[sin (41) — sinh (i) || cos(/) + cosh (#)] 
=0 (11.6.31) 


经 整理 化 简 得 频率 方程 为 
tan(kl) = tanh (q) (11.6.32) 


其 根 为 
hl=3.927, kl=7.069, kl=10.210 
ks =13.352, ksl =16.493 = 


这 些 根 可 由 相当 准确 的 公式 求 得 
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[i+ (11.6.33) 


现 将 典型 端 条 件 下 频率 方程 的 根 的 平方 列 于 表 11.6.1 中 以 便 分 析 和 使 用 。 
表 11.6.1 典型 端 条 件 下 的 ( 占 玉 的 值 


3 
GERRA) GS- Sem) (第 三 振 型 ) 
A-R 9.87 39.5 88.9 
固定 -自由 3.52 22.4 61.7 
自由 -自由 22.4 61.7 121.0 
固定 -固定 22.4 61.7 121.0 
EE- 15.4 50.0 104.0 
B-A h 0 15.4 50.0 


11.7 梁 横 向 振动 的 特殊 情况 
1. 考虑 剪 切 变形 与 转动 惯量 的 影响 


在 以 上 的 讨论 中 ， 假 设 梁 截面 的 尺寸 与 梁 长 相 比 其 小 ， 梁 的 变形 曲线 可 以 简 
单 地 由 微分 方程 式 (11.6.1) 表示。 现在 把 截面 尺寸 对 频率 的 影响 计 入 ,也 束 是 在 梁 
的 横向 振动 中 考虑 前 切 变形 的 影响 。 在 研究 梁 的 高 频 振动 时 ， 这 种 修正 是 很 重要 
的 。 而 且 对 于 一 些 实际 的 结构 ， 其 长 度 方向 的 尺寸 并 不 比 横 截面 尺寸 大 许多 ， 这 
使 得 剪 切 变形 的 影响 成 为 不 可 忽视 的 因素 。 又 由 于 在 振动 中 每 个 横 截面 不 仅 有 位 
移 而 且 有 转动 ， 因 此 在 振动 微分 方程 中 还 应 考虑 转动 惯量 的 影响 。 在 分 析 中 考虑 
了 转动 惯量 和 剪 切 变形 影响 的 梁 即 是 铁 摩 辛 柯 梁 。 
图 11.7.1 表示 梁 单 元 体 的 分 离 体 图 和 单元 变形 几何 形状 示意 图 。 
截面 的 法 线 


粱 中心 线 的 切线 


图 11.7.1 前 切 变 形 示 意图 
如 果 剪 切 变形 为 零 ， 则 粱 单元 体 的 中 心 线 将 与 截面 的 法 线 重 合 。 由 于 前 力 的 
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作用 ， 长 方形 单元 体 将 在 截面 不 转动 的 情况 下 趋向 为 于 形 ， 中 心 线 的 斜率 被 前 切 
Ce pn. 如 果 定义 : » 为 染 中 心 线 的 找 度 ， 旦 为 梁 中 心 线 的 斜率 ,wy 
为 由 于 订 曲 而 引起 的 伴 率 ，Y ~ 并 ARERR BFH, MARME 
有 两 个 ， 分 别 为 


- 0 
TE (11.7.1) 
dy _M (11.7.2) 
dx EI 
其 中 ，A4 为 横 截面 面积 ，G 为 剪 切 模 量 ,，k' 是 与 横 截 面 的 形状 相关 的 系数 ，EI 为 
弯曲 刚度 。 
另外 ， 考 虑 横 截 面 的 转动 后 有 两 个 动力 方程 
j= 8-9 (11.7.3) 
my -- + pe (11.7.4) 


其 中 ，J 为 单位 长 度 梁 的 转动 惯量 ，m = pA 为 单位 长 度 梁 的 质量 
将 弹性 方程 代入 动力 方程 ， 得 


d dy ， dy .. 
EI—— |+k'AG]| —-—w |-Jy=0 11.7.5 
4 w) É v) d ( ) 
„dj, dy 
一 一 | k'AG| 一 一 一 有 二 0 11.7. 
my "| (2 v) p(x,t) (11.7.6) 


这 是 深 的 运动 耦合 方程 ， 是 运动 微分 方程 的 一 般 形 式 。 
如 果 消 去 w ， 而 且 截 面 保持 常 值 ， 即 5,7,4 等 沿 x 方 向 不 变 ， 则 式 (11.7.5) 和 
A (11.7.6) 可 以 简化 成 一 个 单一 的 方程 为 
E12 + Oy 3 y m dy 
K'AG J oxar KAG B14 
J bp El Ə°p 


= p(x,t'ləi+———-— .7. 
p(x.t) AGO KAG Be (11.7.7) 
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式 (11.7.7) 是 包含 转动 惯量 和 剪 切 变形 均匀 梁 振 动 的 一 般 方程 。 如 果 不 计 转 动 惯量 
和 前 切 变形 ， 由 式 (11.7.7) 得 到 
84 3? 
EIG tma = Pt) (11.7.8) 
这 就 是 前 面 推 导 的 欧 拉 梁 的 振动 方程 。 因此 ， 欧 拉 方 程 是 一 般 方程 式 (11.7.7) 的 一 
种 特殊 情况 。 
对 由 式 (11.7.5) 和 式 (11.7.6) 所 表示 的 振动 系统 ， 正 交 性 由 下 式 表示 : 


0 (iz )) 


| [mep g; + Jy wsl G2 (11.7.9) 
证 用 广义 坐标 表示 挠 度 和 斜率 ， 有 
y=} Ope) (11.7.10) 
J 
v=) q; (y; (x) (11.7.11) 
J 
代入 梁 方 程 得 
.. d 
J dW; => q; | Samy + aG) J (11.7.12) 
j j 
m 9; ey -w;) |+ pt) (11.7.13) 
j 了 
对 于 主 振 型 的 振动 (如 第 7 个 主 振 型 ) E 
y=@,(x)e” (11.7.14) 
y =y (x)e (11.7.15) 
对 于 自由 振动 有 
-wiJy,; =Ê (Ely AG(p, -=y;) (11.7.16) 


2 d , , 
-wimg,; = 4Gle; -yj) | (11.7.17) 
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比较 式 (11.7.12) 和 式 (11.7.13), 可 见 上 面 方程 的 右边 就 是 强迫 振动 方程 中 广 
NEER a 的 系数 ， 有 


Tj = -2 90 7Y) (11.7.18) 
j J 
mY Yj9) =-2,9;jmp; + pt) (11.7.19) 
J 7 
用 式 (11.7.18) 乘 以 wdx， 式 (11.7.19) 乘 以 gdx ， 二 式 相 加 ， 并 积分 ， 得 
1 
RO + vide + J gw; | (mpo, + IY wd 
f 7 (11.7.20) 
- l 
= [ panox 


在 这 些 方程 中 ， 假 如 g, 是 广义 坐标 ， 则 它们 必须 是 独立 坐标 ， 由 拉 格 朗 日 方 
程 可 以 推 得 这 些 坐 标 满足 方程 


" 1 r! 
q; + 2? q; | reo (11.7.21) 


因此 ， 在 式 (11.7.20) 中 只 有 在 下 列 情况 下 式 (11.7.21) 才 得 到 满足 ， 即 


| (i j) 


t 
0, + Jy y jdx = 
f op Ww) M, G= p) 


上 式 表示 包括 转动 惯量 和 剪 切 变形 时 梁 的 正 交 性 。 


2. 多 支点 梁 的 振动 


如 图 11.7.2 所 示 ， 一 连续 梁 ， 共 有 nn 个 跨度 ， 梁 的 两 端 及 (n 一 1) 个 中 间 文 点 
都 是 简 支 的 。 


图 11.7.2 多 跨 连 续 梁 


令 有 1,L,…,4 分别 代表 个 跨度 的 长 度 ， 并 设 各 跨 抗 弯 刚 度 相同 ， 取 各 跨 左 端 
点 为 坐标 原点 。 在 振动 中 ， 各 跨 的 振 型 由 式 (11.6.12) 表示 。 研 究 第 + 个 跨度 的 振 
动 ， 因 其 左 端 (x =0) 的 位 移 为 零 ， 第 7 个 跨度 的 振 型 函数 为 
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X,(x)=a,[cos(kx)—cosh(kx)|+c, sin(kç)+d,sinh(ke) — (11.7.22) 
X: =-a,k| sin(kx)+sinh(kx) |+c,kcos(kx)+d,kcosh(kx) (11.7.23) 
FË, a,b,c, 由 边界 条 件 决定 。 由 式 (11.7.22) 得 
XTX) =—a,k2| cos(kx)+ cosh(kx) |“ c,k2sin(kx)+d k sinh(kx) — (11.7.24) 
将 zx=0 代 入 式 (11.7.23) 和 式 (11.7.24) ， 得 
(X!) -o =ke, +d,) (11.7.25) 
(X) = —2k2a, (11.7.26) 


可 见 c + d, AEA ERRIRE pš E Ek, a, 与 支 座 处 的 弯 矩 成 正比 。 由 梁 两 端 简 支 
的 条 件 ， 有 
a =a, = 0 (11.7.27) 


再 考虑 第 + 跨 右 端的 边界 条 件 ， 得 


(X,) =0 (11.7.28) 
Cn (11.7.29) 
(Xr), = (X7 )x0 (11.7.30) 


将 式 (11.7.22) 一 式 (11.7.24) 代 入 式 (11.7.28) 一 式 (11.7.30) ， 得 
a,| cos(kl,)—cosh(kl,) |+c, sin(kl,)+d, sinh(kl,)=0 (11.7.31) 
-a, | sin(kl,)+sinh(kl, ) |+ c, cos(kl„)+d, cosh(kl,) =c, +d, (11.7.32) 
a,| cos(kl,)+cosh(kl,)]+c, sin(kl,)-d,sinh(kl,)=2a„, (11.7.33) 


yK (11.7.31) š zÑ (11.7.33) 相 加 得 


a, cos(kl,)+ c, sin(kl,)= a (11.7.34) 


r+ 


式 (11.7.33) 与 式 (11.7.31) 相 减 得 
a, cos(kl,)-d,sinh(kl,)= a, (11.7.35) 
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只 要 sin(K) 不 等 于 零 ， 就 可 以 得 出 


a. — a, cos(Kl, ) 


= r (11.7.36) 
% sin(K, ) 
d, _ Cara t a, cos(K, ) (11.7.37) 
sinh (Kl,) 
K 
c, +d, = a,| ctan(kl,)- ctan(kl,) |- a,n [osch(kl,)—cse(kl,)] (11.7.38) 
记 
= ctanh(ki )—ctan(Kl 
9, = ctanh (kl, )—ctan (kl, ) (11.7.39) 
y, =csch(kl, )—cse(kl,) 
则 
e, +d, =a,@, 一 QH (11.7.40) 
同样 地 ， 对 于 第 r+1 跨 的 梁 有 
G, + d,a = Ap Pp T Apt ry (11.7.41) 
HA (11.7.36), R01.73) RA (11.7.40) RAR (11.7.41), 44 
a, Pr — Apat (p, + Pral) + ap r = 0 (1 1.7.42) 


对 中 间 各 支点 都 可 以 写 出 一 个 类 似 的 方程 式 ， 得 出 下 列 一 组 (n 一 1) 个 方程 式 : 


-a (P + @))+ as, = 0 . 
as — as (P +@,) + a.s = 0 (11.7.43) 
Apn- _ a, (@, + Pa) =0 


由 这 组 方程 式 的 系数 行列 式 为 零 ， 便 得 出 多 路 连续 粱 振动 的 频率 方程 。 

土 述 求 连续 梁 振 动 频率 的 方法 也 可 用 来 研究 刚 架 的 振动 问题 。 如 果 刚 架 的 横 
向 运动 被 约束 如 图 11.7.3 所 示 ， 则 这 个 系统 的 振动 问题 就 和 三 个 跨度 的 连续 梁 相 
同 ， 可 以 应 用 上 述 的 理论 来 求解 。 如 果 刚 架 可 以 有 横向 的 运动 则 不 能 直接 用 上 述 
的 连续 梁 理 论 ， 而 要 用 其 他 的 解法 ， 如 瑞 利 法 或 有 限 元 法 等 方法 。 
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图 11.7.3” 刚 架 振动 模型 


3. 轴 向 力 对 横向 振动 的 影响 


设 一 振动 梁 受 到 轴 向 压力 N 的 作用 ， 如 图 11.7.4 所 示 ， 梁 在 横向 静 载荷 下 的 
挠 曲线 微分 方程 为 


2 
Er = M-N-y (11.7.44) 


一 一 I — 
图 11.7.4 “附加 轴 向 载荷 时 粱 的 振动 
将 式 (11.7.44) 微 分 两 次 得 到 


2 
Ses). pn NS (11.7.45) 


为 了 求 出 横向 振动 的 动力 学 运动 微分 方程 式 ， 用 惯性 力 代替 p(x,t) ， 这 样 就 
得 到 


2 2 
L n-oa (11.7.46) 


对 于 均匀 梁 有 
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EIZ + N——=-—-p4A— (11.7.47) 
axt o r 


取 其 解 的 形式 为 
y= X| Asin(at) + Bcos(@t) | (11.7.48) 
将 式 (11.7.48) 代入 式 (11.7.47) ， 得 


aniž, s xX. = p4o2 X (11.7.49) 
dx‘ dx? 


所 以 能 满足 规定 边界 条 件 式 (11.7.49) 的 解 就 是 这 种 边界 条 件 下 的 振 型 函数 。 
例如 ， 两 端 简 支 的 染 ， 取 下 列 形式 的 函数 能 满足 方程 : 


X, =sin ， i=1,2,… (11.7.50) 


将 式 (11.7.50) 代入 式 (11.7.49) 得 


z(=) 区 X, = p40? X, 
HFX 0, A 
iny in ? 
z(=) -A 于 = pA 
I 1 
:2 2 
A) -A (11.7.51) 
I El(in) 
EI 
其 中 2 — o 
pA 


` 2 
己 知 压 杆 失 稳 的 欧 拉 临 界 力 为 a 。 有 轴 向 压力 存在 时 的 振动 频率 比 没 


有 轴 向 力 时 的 频率 小 ， 它 的 值 取 决 


小 。 这 个 比值 是 轴 向 力 与 欧 拉 


临界 载荷 的 比 。 如果 这 个 比 信 直 过 于 1 1, P AEFKE, 最 低 振 型 
的 频率 将 近 于 零 ， 杆 发 生 横 向 弯 折 是 静 载 荷 作用 下 压 杆 失 稳 的 情况 。 
如 果 六 不 是 一 个 压力 而 是 一 个 张力 ， 那 么 振动 频率 就 增 大 ， 且 
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alin? m" NP 


= (11.7.52) 
P (inf EI 


如 果 杆 非常 柔软 ， 如 一 根 钢丝 ， 式 (11.7.52) HS W P ANBI, 3 — DIUS 


比 1 大 很 多 ， 所 以 可 以 取 
o x C | N? in z= (11.7.53) 
(in? EI på 


y= Ysin [4 sin(@;t) + B, cos(@;t) | (11.7.54) 


i=l 


则 自由 振动 的 通 解 为 


4. 弹性 基础 上 的 梁 的 振动 


假定 梁 的 两 端 简 支 ， 其 余 长 度 由 连续 弹性 基础 所 支撑 ， 基 础 的 刚度 由 基础 弹 
性 模 量 kx 表示， 上 是 使 基础 产生 单位 变形 所 加 在 单位 梁 长 上 的 载 苟 。 假 设 振 动 时 
基础 的 质量 可 以 略 去 不 计 ， 见 图 11.7.5。 


y 


x 


— 
ZZ 
图 11.7.5 ”弹性 基础 上 的 梁 
对 于 这 种 振动 ， 静 变形 的 微分 方程 是 
4 
Ft = p(x) -Ky (11.7.55) 
如 果 p(x) 是 惯性 力 ， 则 得 到 横向 振动 微分 方程 为 
F+ Ky- p42 (11.7.56) 
振动 如 下 式 所 示 : . 
y = X | Asin(æt) + Bcos(or)] (11.7.57) 


将 式 (11.7.57) RAR (11.7.56) 得 
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4 
F+ KX = p40? X (11.7.58) 


最 简单 的 情况 (如 梁 两 端 是 简 支 的 )， 取 
X,= sin (11.7.59) 
是 满足 边界 条 件 的 解 。 将 式 (11.7.59) 代 入 式 (11.7.58) 得 


,~4 
z(=) +K = pdam2 


N 2 4 
oe (2) +K T+A) (11.7.60) 
p 
式 中 
> EI KI’ 
化 ”三 一 -一 > = 4 
på EIn 


于 是 弹性 基础 梁 的 自由 振动 一 般 表达 式 为 


y= S XILA sin(@,t) + B, cos(@,t)] (11.7.61) 
izl 
当初 位 移 和 初速 度 给 定 后 ， 可 求 出 4 M B,- 
从 式 (11.7.60) 可 以 看 出 ， 该 振动 的 频率 不 但 取决 于 梁 的 刚度 ， 而 且 还 取决 于 
基础 的 刚度 KK。 
5. 梁 的 弯曲 连带 扭转 的 振动 
前 面 所 讨论 的 杆 的 横向 振动 中 ， 都 假定 杆 在 其 对 称 平面 内 振动 。 现 在 研究 一 
根 槽 形 粱 (图 11.7.6) 在 与 对 称 面 垂直 的 xy 平面 内 的 振动 , 作为 这 一 类 振动 的 例子 。 
在 讨论 权 形 梁 受 到 静 载荷 作用 发 生 横向 弯曲 时 ， 已 知 只 有 当 铅 直 载 荷 分 布 在 前 力 
中 心 轴 O-O 上 时 , 才 只 有 铅 直 面 内 的 弯曲 ， 而 不 伴随 着 扭曲 , 轴 O-O 与 权 形 梁 的 
重心 轴线 相 平 行 并 在 梁 的 对 称 平面 内 。 现 取 轴 O-O 为 x 轴 ， 它 与 腹 板 中 间 平 面 的 
距离 e 可 以 按 下 列 公式 计算 : 
bht 
e= 
41 


z 


(11.7.62) 


其 中 ，2 为 凸 缘 的 宽度 ， 肠 为 两 凸 缘 中 心 的 距离 ，t 为 凸 缘 及 腹 板 的 厚度 ， 在 这 种 
分 布 的 剪 力 中 心 轴线 上 载荷 的 作用 下 ， 变 形 曲线 的 微分 方程 是 
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EI, — = p (11.7.63) 


2 
0 x 
M| 
M 
y Q 
(d) 
dx 
w 
Mt + w 
O MI x 
c 
< 
w w 


图 11.7.6 弯 、 扭 组 合 振动 模型 
如 果 载 荷 分 布 在 重心 轴线 上 ， 可 以 按 图 11.7.6(e) 所 示 的 方法 处 理 ， 即 将 原 有 
载荷 移 到 前 力 中 心 轴 x 上 ， 加 上 沿 着 x 轴 ， 强 度 为 pc 的 扭矩 来 代替 原 有 的 载荷 。 
这 样 ， 就 得 到 下 列 的 组 合 : O (11.7.63) 所 确定 的 弯曲 ，@@ 对 于 前 力 中 心 x 轴 的 
扭转 。 由 于 扭转 是 变化 的 , 变化 的 扭矩 M, 和 扭转 角 g 之 间 的 关系 由 下 面 方程 式 给 
3 

M, =-C 针 -C54 (11.7.64) 
其 中 ，C 为 均匀 扭曲 的 抗 扭 刚度 ， 而 GC 为 扭 焉 刚度 。 把 这 个 方程 式 对 x 微 分 ， 并 

注意 扭矩 的 正方 向 ， 如 图 11.7.6 (台所 示 ， 得 
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2 
cdo cdo pe (11.7.65) 


方程 式 (11.7.63) 和 式 (11.7.65) 确定 了 当 一 个 静 载 荷 分 布 在 重心 轴线 上 时 ， 杆 的 弯 
曲 和 伴随 着 的 扭转 。 
当 杆 振动 时 ， 考 虑 所 产生 的 惯性 力 ， 其 强度 为 


3? 
PAZO + cop) 


其 中 ，p4 为 杆 每 单位 长 度 的 质量 ， 而 转动 产生 的 惯性 力 引 起 的 惯性 扭矩 的 强度 


是 


o ČP 
f pip 3r? 
其 中 ， 万 为 截面 对 于 其 重心 的 极 转动 惯量 。 
在 方程 式 (11.7.63) 及 式 (11.7.65) 中 ， 用 惯性 力 来 代替 静 载 荷 ， 得 到 下 列 杆 作 
弯曲 连带 扭转 振动 的 微分 方程 式 ; 


a 8 3? 
E PA aE 
>. w. 2 2 (11.7.66) 
9 o o 
CLO CLR p4e 2—0 +co)+ oh LE 
O la l C O 0) +p P gr2 


假定 杆 按 某 一 固有 振 型 振动 ， 令 
y=Xsin(@t), @=X,sin(@t) (11.7.67) 


其 中 , o 为 振动 的 频率 , mX RX EER. ER 11.7.67) RADIER (11.7.66), 
得 到 求生 及 为 的 方程 式 如 下 ， 


EI X® = pA@ (X + cX. 
| : páa ( D (11.7.68) 


C XO - CX] = pAw c(X + eX )+ pho X, 
在 每 一 具体 问题 中 , 必须 求 出 能 够 满足 杆 的 规定 端点 条 件 以 及 方程 式 (11.7.68) 
H X K X, 的 解 。 
最 简单 的 例子 是 一 根 两 端 简 支 的 杆子 ， 其 端点 条 件 为 
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By Fg v 
=——=ge@=—=0 ( 当 x=0 及 xz=1! 
> ax? ax? ( ) 


X= wsin ==), X, = @ sin( =) 


边界 条 件 能 得 到 满足 ， 其 中 y A go 均 为 常数 。 
把 它们 代入 方程 式 (11.7.68) ， 并 引用 下 列 符号 : 


ELA _ 2 Crt +C _ 2 Ac 


; =o, =A (11.7.69) 
lap O bpl +AO2) ' 


Ip + Ac? 


| a a 117.7) 


-Aw yo + (@?2 -0p = 0 


只 有 使 这 两 个 方程 式 的 系数 行列 式 等 于 零 才能 得 出 不 等 于 零 的 yo 及 go 的 解 ， 
根据 这 一 条 件 得 出 频率 方程 式 如 下 : 


(o; -o Ao -a)-e = 0 (11.7.71) 


解 此 频率 方程 式 ， 得 


2 2 2 2.2 2 2 
2 DE O -oY + 44677 


(三 (11.7.72) 


在 其 他 情况 下 ， 当 杆 有 一 个 对 称 面 而 杆 在 与 对 称 面 垂直 的 平面 内 振动 时 ， 所 
得 的 结果 和 上 式 相 类 似 。 
如 果 c 等 于 零 ， 前 力 中 心 与 重心 相 重合 ， 得 


2 ， 2 2 .2 
22 = 2: +o, O, -o 
2 2 


得 到 两 个 频率 是 
oo, w= (11.7.73) 


从 式 (11.7.69) 可 以 看 到 , IPARO PAARE PL kapasta, 
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在 目前 的 情况 下 ， 它 们 是 互相 独立 的 。 如 果 c 不 等 于 零 ， 从 式 (11.7.72) 就 可 以 得 
到 两 个 wo2 值 ， 其 中 一 个 值 较 式 (11.7.73) 所 给 的 值 大 ， 另 一 个 值 较 式 (11.7.73) 所 给 
的 小 。 对 于 较 大 的 w2 值 ， 从 方程 式 (11.7.70) 看 出 ， 疙 及 go 的 符号 相反 ; 而 对 于 
较 小 的 2? 值 ，y 及 go 符号 是 相同 的 。 对 应 的 振动 形状 如 图 11.7.7 所 示 。 对 于 其 
他 的 端 条 件 ， 所 得 的 结果 也 是 相 类 似 的 。 但 是 这 时 方程 式 (11.7.68) 的 解 比较 复杂 ， 
仍 可 以 用 瑞 利 法 计算 这 两 种 连带 振动 频率 的 近似 值 。 


z Oo z O 


c Yo 


Yo hy k 


,7 x 
(a) (b) 
图 11.7.7 c 不 等 于 零 时 的 振 型 


如 果 杆 没有 对 称 面 ， 问 题 就 更 复杂 了 ， 这 时 扭 振 和 两 个 主 平面 内 的 弯曲 振动 
连带 在 一 起 ， 将 得 出 三 个 像 方程 式 (11.7.66) 的 微分 方程 式 ， 而 不 是 两 个 了 。 

在 实际 应 用 问题 中 ， 还 有 更 为 复杂 的 问题 ， 如 变 截面 的 不 对 称 杆 的 扭转 连带 
弯曲 的 振动 。 这 种 问题 在 分 析 涡 轮 叶 片 ， 飞 机 机 避 及 螺旋 奖 振 动 时 会 遇 到 ， 解 这 
类 问题 通常 用 近似 方法 。 例 如 ， 在 分 析 涡 轮 叶 片 振动 时 ， 通 常 只 考虑 弯曲 振动 ， 
虽然 事实 上 扭转 可 能 对 振动 频率 有 相当 大 的 影响 。 


118 圆 环 的 振动 

研究 各 种 电机 所 产生 的 噪音 时 ， 必 须 研究 各 种 圆 环 状 结构 物 的 振动 频率 ， 这 . 
就 是 一 个 圆 环 的 振动 问题 。 下 面 讲 到 几 种 简单 的 圆 环 振动 ， 环 都 是 等 截面 的 ， 并 
且 假 定 截面 的 尺寸 和 环 的 中 心 线 半径 比 起 来 其 小 ， 每 一 截面 均 有 位 于 圆 环 平面 内 
的 对 称 轴 。 
1. 纯 径 向 振动 | 

在 这 种 情况 下 ， 圆 环 的 中 心 线形 成 一 个 半径 呈 周 期 性 变化 的 圆周 ， 所 有 各 截 
面 只 有 径 向 的 运动 而 没有 转动 。 

参看 图 11.8.1， 设 r 为 圆 环 中 心 线 的 半径 ，x 代表 径 向 位 移 ， 各 截面 都 相同 ， 
4 代表 圆 环 的 截面 积 。 则 圆 环 在 圆周 方向 的 单位 伸延 等 于 -过 。 这 时 纯 张力 的 变 


形势 能 等 于 
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V = -27r f (11.8.1) 


而 振动 的 动能 


7=2 .27r (11.8.2) 


图 11.8.1 贺 环 的 纯 径 向 振动 


jt 

解 之 ， 得 出 
u = C, cos(@t) + C, sin(et) 

其 中 

o= |Æ 

pr’ 

所 以 纯 径 向 振动 的 频率 等 于 

- = Ps: (11.8.3) 


圆 环 也 有 类 似 于 棱柱 形 杆 的 纵 振 振 型 。 令 i 代表 圆周 上 的 波 数 ， 则 圆 环 的 高 
次 伸延 振动 的 频率 可 由 下 式 决定 : 


万 = 二 Eyre (11.8.4) 
27V pr ， 
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2. 扭 振 


现在 来 看 一 种 最 简单 的 扭 振 。 在 这 种 振动 中 圆 环 的 中 心 线 不 变形 ， 各 截面 有 
相同 的 扭转 角 ( 图 11.8.2) 。 这 样 一 转 ， 原 来 距 环 的 中 间 平 面 为 y 的 某 一 点 M 现 在 


有 了 径 向 位 移 yo , 其 对 应 的 圆周 方向 的 仲 延 便 约 等 于 。 这 时 圆 环 的 变形 势能 


为 
E 2 nEle 
v-z [Ē(22) dA -P 
2 U r F 
A 
振动 时 的 动能 为 
7=2m 2P g? 


其 中 ， 思 为 截面 的 极 转动 惯量 ，L 为 截面 对 x ARE. 


LIT 
LRA x 


— r 
图 11.8.2” 侗 环 的 扭转 振动 
由 式 (11.8.5) 及 式 (11.8.6) 得 


I 
+——@=0 
PTT 
由 上 式 解 出 
@ = C, cos(@t) + C, sin( @t) 
其 中 
EL 
o= — 
pr“ Ip 


扭 振 的 频率 便 等 于 


(11.8.5) 


(11.8,6) 
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/ 1 |Ë L (11.8.7) 


比较 式 (11.8.7) 和 式 (11.83), ， 可 以 断定 扭 振 与 纯 径 向 振动 的 频率 之 比 等 于 
六。 如 果 环 的 截面 是 加 的 ， 那 么 它 的 高 次 握 拓 频率 公式 是 


P 


(11.8.8) 


又 已 知 


其 中 ，a 为 杆 中 音波 传播 速度 。 可 见 伸 延 振 动 及 扭 振 通常 频率 总 是 很 高 。 如 果 考 
虑 圆 环 的 弯曲 振动 ， 可 以 得 到 较 低 次 的 频率 。 
3. 圆 环 的 弯曲 振动 

圆 环 的 弯曲 振动 可 分 为 两 类 : 第 一 类 弯曲 振动 ， 振 动 发 生 在 圆 环 平面 内 ， 第 
二 类 弯曲 振动 包括 与 环 面 垂直 的 位 移 及 扭转 。 分 析 在 环 平 面 里 的 弯曲 振动 时 ，( 图 
11.8.1) 令 9 为 环 中 心 线 上 某 一 点 的 坐标 角 ;， u 为 径 向 位 移 ， 向 心 为 正 ，? 为 切线 
方向 的 位 移 ， 沿 9 增 大 的 方向 为 正 ，7 为 截面 对 于 与 环 面 垂直 的 一 个 惯性 主轴 的 
转动 惯量 。 

由 于 有 位 移 w 和 vw 的 存在 ， 中 心 线 上 某 一 点 的 单位 伸延 等 于 


e= -一 上 + 二 -一 (11.8.9) 


曲率 的 变化 便 是 


-+ (11.8.10) 


在 最 一 般 的 弯曲 振动 中 ， 径 向 位 移 x 可 表示 为 三 角 级 数 的 形式 : 
u =q cosĝ +a, cos20+---+b sinĝ +b sin20+--- (11.8:11) 


其 中 ， 系 数 ga,q,,…,b,b,… 均 为 时 间 的 函数 。 
对 于 没有 伸延 的 弯曲 振动 ， 则 由 式 (11.8.9) 得 
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-2 
36 


解 式 (11.8.12) 得 


1 
v=a, sinO + Ta sin20 +-+: +h eos +78 cos20 十 … 


环 上 任何 一 截面 的 弯 算 是 


因此 ， 弯 曲 的 势能 等 于 


以 级 数 式 (11.8.11) 代替 zx ， 并 用 下 列 几 个 公式 ; 


(11.8.12) 


(11.8.13) 


人 sos(mejcos(ngjde=0， fsin(mo)sin(ng)0=0 ( 当 m n) 


2x . 2n 2x , 
Í cos(m@)sin(m9|40=0, Í cos?(mgjag= [° [1-sin? (m8) H0 =x 


则 势能 可 写成 
V = ZFA- PY (a? +b? ) 
振动 环 的 动能 等 于 
r=-A2[ "G+ 7)rd0 
2 J0 


用 式 (11.8.11) 及 式 (11.8.13) 代 ww 及 v， 上 式 可 写成 : 


r= mey tajea 
2 2 i 


(11.8.14) 


(11.8.15) 


按照 处 理 直 梁 问题 相同 的 步 又 , EBRE Su = Sa; cosfig) , 8v = sin(i0) , 
L 
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就 可 得 出 如 下 任何 一 种 振 型 的 微分 方程 式 : 


mdol + 支局 + yoa, =0 
l r 


EL I i’ (l1- iy 
p Ar’ 1+7 


=0 


a; 


i 


因此 任 一 种 振 型 的 频率 都 可 由 下 式 决 定 : 


: _ 212 
/= 二 EL i i) (11.8.16) 
2n\ p Ar? 1+i 


34 =188 £ =0., Zi, u=acos0, v=asin@0, HIRAEZ, a 是 它 沿 x 轴 
负 方 向 的 位 移 ， 见 图 11.8.1。;i=1 时 ， 圆 环 做 弯曲 的 基本 振动 。 图 11.8.1 中 的 虚 
线 表 示 这 种 振动 中 圆 环 的 极限 位 置 。 

如 果 圆 环 的 截面 是 正 圆 的 ， 而 且 它 的 弯曲 振动 包括 与 环 面 垂直 方向 的 位 移 及 
扭转 ， 则 各 种 主 振 型 的 频率 可 由 下 列 方程 式 求 出 : 


,2 1N2 
== E PË CD (11.8.17) 
2r\ p Art P +1+v . 


HE y AAt E (Poisson's ratio) 。 
比较 式 (11.8.16) 与 式 (11.8.17) ， 可 见 即使 在 最 低 次 的 振动 (1=1) ， 这 两 类 的 
弯曲 振动 的 频率 相差 也 极 微小 。 


思考 题 与 习题 


11-1 传输 线 长 15m, 其 线 密 度 为 5kg/m, 且 横 向 振动 的 第 1 阶 固 有 频率 是 100rad/s, 求 传输 线 
中 的 张力 是 多 大 ? 假设 为 简 支 。 

11-2 ”等 截面 圆 杆 在 x=0 端 固定 ，t=0 时 在 x=L 端 给 定 一 个 绕 x 轴 的 初始 扭转 角 Go。 然后 ， 杆 
从 这 种 状态 被 释放 。 试 证 明 在 固定 端 产生 的 扭矩 为 


M- Sarii D o — 
xL 2n-1 2L 
其 中 c=VG/D 。 
11-3 如 图 E11.1 所 示 阶 梯 杆 ， 两 杆 质 量 密度 均 为 p, 杨 开 模 量 均 为 。 试 求 系统 纵向 振动 频率 
方程 。 
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图 Ell.1 
11-4 “将 转动 惯量 为 1.85kgjmm2 滑 轮 安装 在 80cm 钢 轴 的 一 端 (G=80 x 10°N/m?, E=210 x 10°N/m°, 


11-5 


11-7 


11-8 


11-9 


p=7800kg/m3) ， 轴 的 直径 为 30cm。 求 滑轮 扭转 振动 的 前 两 阶 固有 频率 是 多 少 ? 
求 图 E11.2 所 示 的 轴 端 部 的 稳 态 振动 。 


PGJ Tosin( æt) 


图 E11.2 


图 E11.3 为 长 度 为 工 ， 鹤 面 为 矩形 的 杆 ， 一 端 固定 ， 另 一 端 自由 。 试 求 其 纵向 振动 、 沿 
Oy 轴 横 向 振动 、 沿 Oz 轴 横 向 振动 以 及 扭转 振动 的 基 频 ， 并 排列 其 大 小 。 说 明 这 样 的 关 
系 对 工程 应 用 有 怎样 的 意义 。 


图 El11.3 


求 长 为 上 的 均 质 等 截面 简 支 梁 的 固有 频率 。 梁 的 弹性 模 景 为 E， 密 度 为 p ， 横 截面 积 
A, EEEN L 

ARRA FIARA ERMA A RRN EKER: 

(1) 两 端 固定 ; 

(2) 一 端 固定 ， 一 端 简 支 ; 

(3) 一 端 简 支 ， 一 端 自 由 。 

如 图 E11.4 所 示 的 均 质 粱 ， 弯 曲 刚度 一 ， 单 位 长 度 质 量 为 p4。 试 求 系统 的 频率 方程 。 


11-10 试 计算 半径 为 -， 截 面积 为 4 的 圆 环 纯 径 向 振动 、 扭 振 和 弯曲 振动 的 基 频 ， 并 排列 其 大 小 。 


第 12 章 二 维 连续 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 
12.1 概 述 


本 章 主要 研究 二 维 弹 性 结构 的 振动 问题 ， 主 要 涉及 的 结构 形式 包括 : 薄膜、 
和 矩形 板 、 圆 形 板 、 圆 简 形 壳 以 及 扁 帝 。 在 相关 小 节 中 以 适当 的 方法 建立 以 上 二 维 
弹性 结构 的 振动 微分 方程 ， 并 寻求 方程 的 解析 解 或 近似 解 。 限 于 篇 幅 ， 本 章 中 只 
涉及 较为 常用 的 里 茨 (Ritz) 变 分 法 和 伽 辽 金 (Galerkim) 变 分 法 两 种 近似 求解 方法 , 感 
兴趣 的 读者 可 以 参考 相关 文献 。 此 外 对 有 限 元 方法 在 求解 壳 体 振 动 问题 中 的 应 用 
也 进行 了 简要 介绍 


12.2 ”薄膜 的 振动 


薄膜 没有 弯曲 刚度 ， 作 用 在 它 上 面 的 横向 荷载 仅 由 注 膜 自身 的 张力 来 抵抗 ， 
它 的 运动 方程 可 用 类 似 于 在 弦 中 用 过 的 方法 和 步骤 导出 。 不 同 的 是 这 里 是 二 维 问 


=. 


假设 薄膜 受到 单位 长 度 上 张力 为 T 的 作用 (如 图 12.2.1(a) 所 示 )， 这 一 张力 很 
大 , 以 致 由 于 横向 挠 度 引 起 的 变化 很 小 , 可 以 忽略 不 计 。 设 薄膜 的 平衡 位 置 在 dxdy 
平面 内 ， 并 令 丈 为 横向 挠 度 ， 现 在 分 析 图 12.2.1(b) 中 所 示 的 单元 体 dxdy 上 的 力 。 


图 12.2.1 薄膜 的 分 离 体 


dy 边 上 的 张力 在 正方 向 引起 的 合力 为 
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ray 9+ 9d -Tay.0=7 90 dyd (12.2.1) 
Ox Ox 


同 理 ， 作 用 在 dx 边 上 的 张力 引起 的 分 力 为 


T ĉe dydx 
Oy 


因为 x 和 yy 方向 的 斜率 为 


故 由 张力 引起 的 总 的 横向 力 为 


令 p 为 薄膜 单位 面积 的 质量 ，p (xy, 为 施加 的 横向 压力 ， 则 运动 方程 变 为 


2 2 2 
pdxdy Š wW =T 2w + 了 dxdy + p(x, y,t)dxdy (12.2.2) 
ôt Ox oy 
E] 
2 
W 
2 A = 22 +L p(x yt) (12.2.3) 
ot p 
其 中 
2 82 
y? = + (12.2.4) 
Ox” Oy 


c - E (12.2.5) 
p 


A (12.2.3) 也 适合 于 其 他 坐标 系 ， 只 是 V2 应 是 与 坐标 系 相 适 应 的 表达 式 。 
2 
对 于 主 振 型 振动 ， p(x,y,1) =0， TT -oW , 微分 方程 简化 为 


£ 


2 
vw (2) W =0 (12.2.6) 


c 
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对 于 如 图 12.2.2 所 示 长 方形 薄膜 (x,y) =(a,5) , 可 以 用 分 离 变 量 达 到 求解 的 目 
的 。 


oO a 


图 1222 长 方形 薄膜 (a,5) 


令 
W(x,y) = X(x)Y(y) (12.2.7) 


并 代入 方程 式 (12.2.6)， 容易 证 明 有 如 下 形式 的 解 


X(x) = G, sin(ex) + C, cos(ax) (12.2.8a) 
7(O) = Cisin(BxD) + C, cos(Bx) (12.2.8b) 

其 中 
a? +P? =(0/cF (12.2.9) 


EC ~ C, 由 边界 条 件 决 定 。 


123 板 的 横 回 振动 
1. 基本 假定 和 公式 


这 一 节 主 要 是 考察 由 简单 周 界 (矩形 或 圆 形 ) 围 成 的 、 等 厚度 的 均匀 板 的 横 
向 振动 。 同 时 ， 采 用 如 下 假定 作为 研究 的 基础 。 

(1) 假定 板 在 振动 时 的 弯曲 变形 是 符合 胡 克 定律 的 微小 弹性 变形 。 

(2) 假定 板 中 存在 着 所 谓 中 性 层 ， 当 板 的 挠 度 很 小 时 ， 中 性 层 上 各 点 间 的 距 
离 保 持 不 变 。 在 均匀 板 中 ， 中 性 层 与 把 板 平分 为 两 半 的 中 央 面 相 重合 。 在 板 的 未 
变形 状态 下 与 中 性 层 重合 的 平面 ， 把 它 取 作 坐 标 平面 Oxy， 板 上 各 元 素 的 偏 移 将 
由 此 平面 开始 计算 。 如 图 12.3.1 所 示 。 

(3) 开始 时 假定 : 板 在 挠 曲 时 ， 中 性 层 上 所 有 点 都 平行 于 轴 Oz 移动 ， 并 且 
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位 于 中 性 层 Ox 同一 法 线 MN 上 的 各 点 仍然 保持 在 此 法 线 上 ， 而 当 板 挠 曲 时 ， 这 
些 点 就 随 法 线 绕 着 它 与 中 性 层 的 变 点 4 转动 (在 图 12.3.2 E, 点 M,N ,4 分 别 转移 
到 点 M',N', 4')。 


图 12.3.1 板 模 型 


N N 


图 12.3.2 ” 板 弯 昌 变 形 模式 


(4) 假定 位 于 中 性 层 同 一 法 线 上 所 有 点 的 平行 于 轴 Oz 的 位 移 彼 此 相同 ， 并 
等 于 中 性 层 上 对 应 点 (也 即位 于 该 点 法 线 上 的 点 ) 的 位 移 。 

从 以 上 引用 的 假定 中 ， 可 以 看 出 : 如 果 用 xz,v,w 分 别 表 示 点 M(c 思 az) 的 位 
移 沿 诸 轴 Ox, Oy, Oz 的 分 量 ; 用 ww,w ,wo 分 别 表示 中 性 层 上 对 应 点 4 的 位 移 沿 同 
一 组 轴 的 分 量 ， 那 么 


Wo =W =0, w=w (12.3.1) 
其 中 w= w = f(x,y, D IRR 无 关 。 至 于 妈 和 v， 则 由 图 12.3.2 可 以 看 出 
. Owo 
WZsing = z= -za 
x (12.3.2) 
AW 


v=zsiny = zy =—-z— 
Oy 
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其 中 ，gp 和 wy 分 别 为 点 4 的 切线 对 于 轴 x MHA y 的 倾斜 角 。 按 弹性 理论 中 的 著名 公 
式 ， 变 形 分 量 为 


2 2 
— _ h, e, =0 
s s M 7 (12.3.3) 
e ¿C i 2 Ya: ez =, = 0 
>” ó Ox OxOy 


相应 的 应 力 分 量 Xe ,为 = 五 分 别 为 


E E (dw 3w 
X, =——  (e,, +e, )= ome 


E E (w dw 
E . | +0 (12.3.4) 


2 
n E Owo _ e, 
四 1+0 OxOy 


其 中 ,，E 为 弹性 模 量 ，G 为 剪 切 模 量 ，c 为 泊 松 比 。 
2. 板 的 势能 和 动能 
当 板 有 弹性 变形 时 ， 微 分 体积 所 积聚 的 势能 按 上 述 假定 具有 如 下 表达 式 ， 
dU = T (Xe + Ye, + Ze, )dxdydz 


或 将 变形 分 量 值 式 (12.3.3) 和 应 力 分 量 式 (12.3.4) 代入 上 式 后 ， 得 出 


2 a2 2 2 
dry- 工 s Ow -2 Wo 
2|1- o 7 8x | ax’ 


ay? 
2 2 2 2 2 2 
Ë s sas A sa D wo hii 
l-o Oy | ðy Ox l+o”\ OxOy 
整个 板 势 能 ; 


2 和 2 2 2 
2u = fff Ez 3 wo 2 O° wo 24202 Wo O° wo 
1-0°|( 3x? 3y? əx? Əy? 


2 2 
| 本 dxdydz 
OxOy 


“354。 第 12 章 二 维 连续 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 


对 于 等 厚度 有 的 板 有 
Ow 3w ? 3w 8w _ 3w, i 
2u = p [Í ( a | -20-0 2 gp a) | (235 
其 中 
-m (12.3.6) 
12(1- 0°) 


叫做 抗 弯 刚度 。 如 果 板 上 还 作用 着 表面 密度 为 qy O 的 分 布 外 载荷 ， 那 么 


2U = ia W4 ze) -2 - L — e 的 | 


-2 | f q(x, y,)w.dxdy (12.3.7) 


I (12.3.5) 和 式 (12.3.7) 中 的 二 重 积分 是 沿 中 性 层 曲面 来 进行 的 。 | 
对 于 板 元 素 hdxdy 具有 质量 ppdxdy， 其 中 /为 单位 体积 质量 (ke/cm°) ， 此 元 素 
的 动能 等 于 


2 
mm] am 
2 2t 


整个 板 的 动能 


r -2 (2a) am (12.3.8). 
2 or 
当 板 作 某 一 主 振动 时 ， 则 有 

wo (x, y, Z) = w(x, y) sin(wt +a) 


对 于 这 种 振动 ， 势 能 和 动能 的 极 大 值 将 有 如 下 表达 式 : 


hh 
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3. 板 的 横向 振动 的 变 分 方程 
荐 在 有 相同 周期 < 的 主 振动 的 集合 上 ， 考 察 哈密 顿 泛 函 


s= f(r-U)d (12.3.10) 


ØK t-t, =“ 上 对 时 间 进行 积分 后 ， 可 以 得 到 变 分 式 
lT -ZJ)=0 (12.3.11) 


max max 


板 的 实际 主 振动 的 固有 形式 必须 满足 这 个 方程 。 
”把 极 大 动能 和 极 大 势能 式 (12.3.9) 代 入 这 个 方程 ,并 计算 两 者 之 差 的 变 分 。 现 
从 计算 势能 的 变 分 开始 : 


Ow 8w 
ôU, s= Djana HRAJ 
3w) Fw (8w 3w | Ow 
(I Ë 2 Ë ) Oy? 的 局 


其 中 用 A 表示 拉 普 拉 斯 算 符 。 
(1) 将 被 积 函数 的 每 一 项 进行 两 次 分 部 积分 后 ， 得 出 


Es rjav- Fls re = 
JE Apa (12.3.12) 


其 中 右边 前 面 的 两 个 积分 是 沿 板 的 外 周 界 进行 的 回 线 积分 ; 
(2) 类 似 于 式 (12.3.12) ， 有 


JJ ef a fe 


4 
+ || Swdxdy (12.3.13) 
x Oy | 
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(3) 用 简单 的 记号 交换 法 ， 由 式 (12.3.12) 和 式 (12.3.13) 求 得 


Ow, | 3w Ë 2) aw 
2 W Ows - d awa 
| ôx? (rag $ ax J? f wy 
atw 
+ /| 5 wdxdy (12.3.14) 


2 2 3 
JJI 2 ardy = fos (2 Jasna 
Oy Oy Oy Ox Oy 


+| awariy (12.3.15) 
y 


(4) 恰好 相同 的 


JJ ôxðy EI -J Tat 2 ku 


pep” wdx 
5 OxOy 
atw 
maaa (12.3.16) 


TSS PSA 


J ew (se 


借助 于 上 述 各 公式 ， 可 以 求 得 


ew 
= fana Z jap- fana Arar 


Go -Me bws Jf A wöwdxdy (12.3.17) 


其 中 


4 4 4 
A= 2 OY gw (12.3.18) 
Ox 0x0 Oy 
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现在 , 将 式 (12.3.17)、 式 (12.3.12)、 式 (12.3.13) 和 式 (12.3,16) 代入 85Zmnax 的 表 
达 式 。 经 整理 后 ， 得 出 


Ow Ow Ow 
fl- p: + oro- a ea af) 


Aw ðAw 2 
jl TRA ar bwa ffa wôwdxdy (12.3.19) 


用 6 琴 示 外 法 线 半 与 轴 Ox ZWAR, RRR 1 的 方向 如 图 12.3.3 所 
示 ， 于 是 ， 在 板 的 周 界 上 有 
dx=-disin0，dy = dl cos 


0 . 6 
均一?os 0 sin 03 (12.3.20) 


-一 =Sin 02 + cos 02 
On ol 


| 图 12.3.3 ” 板 边 界 处 的 几何 关系 
利用 这 些 公式 ， 可 以 将 表达 式 (12.3.19) 转换 成 如 下 形式 ; 


Ar 


LSU pa = [fA*wawas — 


A [Eere os 9 


2 3w 
+ dw ow sin? 0 +(I— o) Y sin2 9 lë ôw dl 
Oy? Bx? OxOy 
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«$l a- o| 2- aw sin20 Ow o s20 Ë ja 
3y? axl 2 ET əl 


由 弹性 理论 可 以 知道 ， 表 达 式 


| 人 +o jos 0+ EY +o pn: 0+(1— o) E sinz- M, 
6 3y’ 3y? 8 Ox0y 
(12.3.21) 
IO EBE. BZAR S F Bj Ka ar3abi D , MWA 
2 
o|a- pa Š Y s20- H, (12.3.22) 
By? ax) 2 xy 
就 是 板 的 周 界 上 的 扭矩 。 最 后 
_DEenw yw, (12.3.23) 
ðn : 
代表 板 的 周 界 上 的 切 力 。 
在 第 三 个 环 路 积分 中 完成 部 分 积分 后 ， 将 它 转换 成 如 下 形式 : 
$a, S (8w)a = -f2 swai (12.3.24) 


经 上 述 一 切 变 换 后 ， 可 将 势能 的 变 分 表示 成 如 下 最 终 形式 : 
= 2 ðH 
Upa pffa wõwds — $u, (2 w ars $M -Æ jowa (12.3.25) 


8T = pha? f | wõwds (12.3.26) 
(s) 
现在 ， 若 注意 到 式 (12.3.25) 和 式 (12.3.26) ， 就 可 写 出 板 的 横向 振动 固有 形式 
的 变 分 方程 : 


f (DA2w— pha?w)ëwds — $m, 2 "ja.d[v,- 3 swar =o (12.3.27) 
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其 中 ds 为 中 性 层 的 曲面 元 素 。 


4. 板 的 横向 振动 形式 的 微分 方程 和 边界 条 件 
能 实现 式 (12.3.27) 条件 的 形式 wx, y) 应 该 满足 如 下 方程 : 


atw ðw Ow 

— h 0 12.3.28) 
ne ETE t 31 pha°w = ( 
并 且 使 包含 在 式 (12.3.27) 中 的 环 路 积分 变 成 零 ， 也 即 满足 如 下 条 件 : 


fu, Ž (w)! (v. -2E Jonai = 0 (12.3.29) 


容易 证 明 ， 方 程式 (12.3.28) 就 是 泛 函 


Ow Hw 2 3w 82w 3w ? 
jJ pho w? — —+— -2(1-0) —— ds 
5 ox” Oy Ox” Oy OxOy 


的 欧 拉 方程 。 因 而 ， 方 程式 (12.3.28) 代表 板 的 横向 振动 方程 。 式 (12.3.29) 表示 问 
题 的 边界 条 件 的 最 普遍 形式 。 在 下 列 情 况 下 ， 这 些 边界 条 件 将 能 满足 
(1) 如 果 板 边 刚性 固定 ， 在 这 种 边 上 有 


(wj = s 2 =0 (12.3:30) 


(2) 如 果 板 边贸 链 支承 ， 则 有 
(Ow =0, M, =0 
(3) 如 果 板 边 是 自由 的 ， 这 时 有 
3H 


M, =0, N,-—F 0 


对 变 分 58w 和 [2 2 ] 施 加 限制 的 条 件 称 为 几何 条 件 对 边界 力矩 和 边界 切 力 施 


加 限制 的 条 件 ， 也 即 对 M, 和 (x, -2 施加 限制 的 条 件 称 为 动力 条 件 。 
对 于 具有 平行 于 轴 Ox 和 轴 Oy 的 边界 的 矩形 板 ( 图 12.3.4) ， 在 平行 于 轴 Oy 
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的 边 上 ， 根 据 式 (12.3.20)~ 式 (12.3.23) 有 


ð ə ð ə 


0=0 一 一 三 一， 一 全 一 
əx Oy oy əl 


o x=a 


图 1234 边界 平行 于 坐标 轴 的 矩形 板 


因而 
3w Ow 3w Sw Fw 
=-D| — +0 — ], =DU-o) 一 一 ， -p| — 
Mı ne 8 3 Ny M: Ë ==] 
因此 ， 如 果 平 行 于 轴 Oy LERES, WAA 
3w 3w 
w=0, M, -之 ro 
或 者 
2 2 
w=0, OW 8 -0 (12.3.31) 
ax? 3y? 
如 果 这 些 边 是 刚性 固定 的 ， 有 
w=0, w o (12.3.32) 
Ox 
如 果 平 行 于 Oy 轴 的 边 是 自由 的 ， 则 在 这 些 边 上 有 
3w 3w Sw w 
— 一 一 =0， 2 =0 .3.33 
ax? ET 3 3 +( rE (12.3.3 ) 


对 平行 于 轴 Ox 的 边界 ， 甚 条 件 可 以 由 x 代替 y Ae x 483. 
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. F(x,y,t) = f (x, y)sin(@!) 
的 简 谐 外 载荷 作用 在 板 上 时 ， 则 板 的 横向 受 迫 振动 形式 的 方程 可 写成 如 下 形式 : 
DA2w— pho; w- f(x,y)=0 (12.3.34) 
也 可 以 导出 变 刚 度 (或 变 厚度 ) 板 的 横向 自由 振动 方程 为 


2 2 2 2 2 2 
A(DAw)—(1— o)| Š DŠ La DŠ w 2 D Ow 
ôx? ôy? ôy? Ax 8x0y OxOy 


| - u(x, ow=0 (12.3.35) 


在 这 里 和 下 文 ，y(x,y) = ph 都 表示 中 性 层 单位 面积 上 的 质量 。 


5. 板 的 固有 振动 形式 的 若干 性 质 
板 的 横向 振动 形式 的 方程 式 (12.3.28) 可 以 解释 为 板 的 固有 载荷 
Hx, yo w(x, y) 


作用 下 的 挠 度 方程 。 

根据 位 移 的 互 等 原理 ， 可 以 建立 起 板 的 回 有 形式 的 一 个 极 重 要 的 性 质 一 一 正 
交 性 。 假 设 在 固有 载荷 yow 作用 下 ， 板 得 到 挠 度 w: 而 在 固有 载荷 zao; w, 作用 
. 下 ， 则 得 到 挠 度 we。 于 是 载荷 yogw, 对 位 移 wi 的 功 应 该 等 于 载荷 yo; w, 对 位 移 
wi 的 功 ， 这 个 条 件 可 以 写成 如 下 形式 : 


Jaw as = ff oads 
(s) Gs) 


由 此 得 到 


(o; -ok ff uwewas =0 
(s) 
mR to, WARE 
ff awws =0 (12.3.36) 


(s) 


对 于 板 的 横向 振动 形式 ， 展 开 定 理 成 立 。 板 的 固有 形式 就 是 满足 如 下 方程 的 
函数 w, (x, y) : 
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DA2 — uow, =0 (i=1,2,3,::) 


上 述 按 轩 有 形式 展开 的 级 数 具有 如 下 形式 : 


way) = Yaw(x,y) (12.3.37) 
i=l 
其 中 系数 a 为 
Jf uwa ywa yas 

4 = 二 一 一 一 一 (12.3.38) 
Jf uw? ,yas 
(s) 

对 于 已 按 规则 


Í | uw (x,y)ds =1 


(s) 
标准 化 的 固有 形式 ， 其 系数 a 将 有 如 下 表达 式 : 
a; = Í Í LW(X, y)w,(x, y)ds (12.3.39) 
(s) 
对 于 和 矩形 板 , 固有 形式 w,(x,y) 通 常 有 两 个 函数 的 乘积 : 其 中 一 个 只 依赖 于 x， 
而 另 一 个 只 依赖 于 y， 则 
w (x, y) = XX (y) 


在 此 情况 下 ， 级 数 式 (12.3.37) 将 有 如 下 形式 : 


w(x,y)= 》 aa X,GOY, O) (12.3.40) 


i k=l 
在 主 振动 时 ， 由 曲线 族 
W; (x, y) =0 


把 板 的 表面 划分 成 以 相同 位 相 或 相反 位 相 做 振动 的 几 部 分 ， 这 些 曲 线 称 为 节 线 。 在 
一 点 固定 的 (通常 是 中 心 固 定 的 ) 方 板 上 ， 撒 上 细 砂 ， 并 使 其 发 生 振动 ， 节 线 就 形成 
著名 的 “ 赫 拉 尼 ” 图 。 
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例 12.3.1 矩形 板 的 两 对 边 匀 链 支承 ， 而 男 两 边 的 边界 条 件 任意 ， 求 其 横 疝 
振动 。 
解 ” 这 个 问题 由 式 (12.3.28) 能 得 到 精确 解 。 假设 贸 支 边 (x =0,x=a) 平 行 于 轴 
Oy (图 12.3.4) 。 

2 
ae A, 寻求 微分 方程 
atw Bw aw ,a 
— —+—-ktw= 0 12.3.41 
a 0202 By ” ( ) 
的 级 数 形 式 的 解 


w(x,y) = 2 RO)sin— (12.3.42) 
i=] 


其 中 F,(y) 为 未 知 函 数 ， 应 当 由 式 12.3.41) RKE. FAAR, RA w ay) 满足 在 
贸 支 边 上 的 边界 条 件 ， 因 为 在 这 些 边 上 G=0 和 x=a 处 ) 有 


wlX, =0, —=0 
(x,y) 3 


将 式 (12.3.42) 代入 式 (12.3.41) 后 ， 得 到 FAO 的 方程 为 


2 2 
(4) Zin 
五 一 一 


i 


itni 
F+ ——-k* |F =0 (12.3.43) 
a 


为 了 解 出 方程 (12.3.43) ， 写 出 特征 方程 


.2 2 ,4.4 
e-a (i)o (12.3.44) 
a a 
算出 特征 方程 的 根 
.2 2 
LT 2 
Z = —z, = _ 
1 3 a 
2 2 
ILT 2 
Z = —z, = |— 
2 4 a 


就 求 得 式 (12.3.43) 的 一 般 解 为 
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F) = Ash(z, y) + B,ch(z,y) + C;sh(z,y) + D;ch(z; y) 
其 中 常数 4; Bo Co Di 由 平行 于 轴 Ox 的 边 上 的 边界 条 件 来 确定 ， 在 这 些 边 界 上 
y=0, y=b 
例如 ， 设 y=0 HAARE: M y=b 的 边 为 刚性 固定 。 于 是 ， 对 于 y=0 
2 


w(x,0) =0, a7? 
由 此 得 到 
B=D,=0 
HF yb, 


Ash(z,b) + C.sh(z,b) = 0 
Az,ch(z,b) + C,z,ch(z,b) = 0 


WEAS C 后 ， 得 到 频率 方程 


sh(z,b) sh(z,b) | _ 
zch(zb) z,ch(z,b)| 


即 
1 1 
—th(z,b) =— th(z,b) 
Zi 22 
对 于 实数 的 z| 和 z， 这 个 解 成 立 。 
当 两 边 y=0 M y=b 镑 链 支 承 时 ( 板 的 各 边 匀 链 支承 的 情形 ) ， 在 特征 方程 式 


(12.3.43) 的 根 z 和 z, 为 虚数 的 条 件 下 ， 得 到 问题 的 非 平凡 解 。 在 此 情形 下 ， 式 
(12.3.43) 的 一 般 解 应 取 如 下 的 形式 : 


Fi(y)= 4 sin(k y) + B, cos(k y) + C,sh(k, y) + D.ch(k, y) 


其 中 


由 边界 条 件 
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w(x,0)=0, 7 0 
Oy 
w(x,b)=0, 9 w(x b) 0 
Oy 
求 得 
B,=C,= D, =0 
sin(k,b) = 0 


最 后 一 个 方程 就 是 板 的 频率 方程 。 


由 这 个 方程 得 到 
kb=jn (j=1,2,3,.) 
-2 ,2 D 
k2 = l J m, O, = T um L — (i, j =1,2,3,.…) 
和 
F(y)= A; si 22 


确定 板 的 振动 形式 的 级 数 式 (12.3.42) ， 将 有 如 下 形式 ; 


w(x,y) = >a, sin iB ZZ (12.3.45) 
Ea a b 
车 考察 级 数 式 (12.3.45) 中 的 各 项 ， 并 将 与 它 相 对 应 的 各 振 型 线性 县 加 起 来 ， 
就 可 得 出 关于 在 各 边贸 链 支承 的 板 上 节 线 分 布 的 情况 。 比 如 ， 级 数 式 (12.3.45) 的 
第 一 项 
Wii(X,y)= a sin sin 2 
a b 
在 板 内 任何 地 方 都 不 为 零 ，wil Gy) 将 只 在 板 的 边 上 等 于 零 。 因 而 ， 形 式 wu (xy) 
在 板 上 没有 节 线 ， 板 的 各 元 素 按 如 下 方程 振动 : 


' ,NX . T. 
w(x, y,t) = w (x, y)sin(ot +a)=a, sin 一 sin sin( ot +a) 
a 
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这 些 元 素 将 向 同一 面 偏 移 ， 同 时 达到 极 大 (振幅 ) 偏 移 . 并 同时 通过 平衡 位 置 。 所 
以 ， 这 是 板 的 第 一 主 振动 或 第 一 固有 振动 ， 其 频率 为 


wa re 
T ab? 


设 i=2,j=1， 或 相反 地 ， 设 i=1,j=2， 将 得 到 顺 次 的 一 些 形式 。 在 这 些 情 
况 下 ， 对 应 的 振动 形式 ， 将 有 平行 于 轴 Oy( 图 12.3.5 (a)) 或 平行 于 办 Ox( 图 
12.3.5 (b)) 的 一 条 节 线 。 振 型 wzz (xj) 的 节 线 ， 位 置 如 图 12.3.50) 所 示 。 若 将 图 
12.3.5 (a) 和 (c) 所 示 的 两 个 固有 振 型 站 加 ,并 适当 地 选取 这 些 振 型 的 kia ajs 就 可 
得 到 具有 沿 板 对 角 线 的 节 线 的 振动 形式 。 


i=2, j=1 i=1,j=2 
(a) (b) 


图 12.3.5 方 板 节 线 示 意图 


6. 计算 板 的 横向 振动 固有 振 型 和 固有 频率 的 近似 方法 


在 例 12.3.1 中 考察 过 的 两 对 边 匀 链 支承 的 矩形 板 的 振动 问题 ， 实 质 上 就 是 目 
前 已 知 的 能 应 用 所 谓 精 确 方法 比较 简单 地 导出 完整 解答 的 情况 。 在 其 他 情况 下 ， 
计算 固有 频率 和 固有 振 型 就 不 得 不 应 用 近似 方法 。 经 验 表 明 , 在 这 些 近 似 方法 中 ， 
里 茨 变 分 法 和 伽 辽 金 变 分 法 是 最 有 效 的 。 正 是 为 了 进行 板 或 “薄板 ”的 近似 计算 ， 
才 创 立 出 这 些 变 分 方法 。 目 前 ， 变 分 法 已 被 详细 地 研究 过 ， 适 用 于 解 任意 边界 条 
件 下 板 的 振动 问题 。 

为 了 按 里 茨 法 解 变 分 问题 ， 也 就 是 说 ， 为 了 寻求 满足 如 下 变 分 方程 的 板 的 振 
动 形式 : 


S(T. =0 (12.3.46) 


max 


就 要 构成 有 限 级 数 形式 的 极 小 化 形式 


-U 


max) 


w(x, y) = y am (x,y) (12.3.47) 
i=1 
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其 中 wi(x;y) 为 基础 函数 ， 也 即 按照 问题 的 边界 条 件 来 选取 的 已 知 函 数 ，ai 为 一 些 
参数 ， 其 值 应 在 式 (12.3.47) 代入 式 (12.3.46) Ji, EAR (Tnx Una 的 极 小 值 条 件 
来 确定 ， 即 由 如 下 方程 来 确定 : 


=0 (i=1,2,:::,n) (12.3.48) 


max) 


Ê T U 
ða; 


其 中 
T, 


max 


2 
-22 Í 2 
= 7 Ja 
$ 


_1 20- ow fw 
Ums = tfo 20 E 全 的 ds (12.3.49) 


在 选择 基础 函数 时 ， 可 以 只 限于 满足 几何 条 件 。 以 后 ， 将 使 按照 这 些 几 何 条 
件 来 选取 的 基础 函数 服从 式 (12.3.46) ， 这 样 ， 它 们 也 就 能 满足 动力 条 件 ， 这 一 点 
可 以 由 写成 如 式 (12.3.27) 型 的 变 分 方程 看 出 


J DAw ZË pw ws -$M Bal + $Í N -H awar =0 (12.3.50) 
D g On ol 


事实 上 ， 如 果 板 边 是 自由 的 ， 那 和 在 板 边 的 By 和 8[ 22 ] 是 任意 的 。 在 析 
的 周 界 以 内 ，6w 的 值 也 是 任意 的 。 因 此 ， 如 果 w(x,y) 满足 方程 式 (12.3.46) 或 
式 (12.3.27) ， 那 么 对 于 这 样 的 形式 ， 方 程 

DA2w -Hposw=0 
和 动力 边界 条 件 
3H, 
ol 
也 将 成 立 。 因 此 利用 里 茨 法 时 ,没有 必要 选取 满足 所 有 边界 条 件 (几何 条 件 和 动力 
条 件 ) 的 基础 函数 。 


侍 于 基础 函数 本 身 的 组 成 成 分 ， 正 像 上 面 所 指出 的 ， 通 常 可 以 将 它们 作成 两 
个 函数 乘积 的 形式 ， 其 中 一 个 只 是 x 的 函数 ， 而 另 一 个 则 只 是 y 的 函数 


ws (x,y) = X,(x)Y, (y) (12.3.51) 
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BAX OQMOQ 是 简单 的 多 项 式 ， 或 者 是 均匀 杆 (或 梁 ) 的 固有 振动 形式 ( 梁 函 
数 ) ， 这 些 形式 满足 对 应 于 板 边 固定 方法 的 边界 条 件 。 


， ， ; À, 
X (x)= sin 4 +A, cos 全 + Bsh 2 + Ch 
É N É W (12.3.52) 
好 
b 


4; À, À, 
Y) =sin + cos E + B sh + Cch 


2 
+ 


2 
A =ka, Aj =kb, k= 


a,，b 分 别 为 平行 于 轴 Ox 和 轴 Oy 的 边 长 。 WEA, BC, As BCs A B H 
,和 了 的 边界 条 件 求 得 。 

在 选 定 基 础 函数 以 后 ， 应 该 将 由 这 些 基 础 函数 构成 的 极 小 化 形式 代入 工 ,和 
Unax 的 表达 式 。 关于 Una 的 计算 , 应 该 注意 : 对 于 各 边 匀 链 支承 或 刚性 固定 的 板 ， 
表达 式 l 


aa | 
5 əx” dy” | Oxdy 
(叫做 高 斯 全 曲率 ) 98 TE, 


包含 在 Ts 和 Uw 式 中 的 二 重 积分 的 计算 可 归结 为 标准 形式 的 简单 积分 计 
算 。 比 如 ， 对 于 基础 函数 式 (12.3.51) ， 这 些 积分 通常 是 如 下 几 种 类 型 ， 
! 2 I 12 : n2 
J zas, fx dx, fx dx 
! , t ! ” 
xa = [| tax 


例 1232 求 各 边 刚 性 固定 的 逢 形 板 的 基本 振动 频率 。 问 题 的 边界 条 件 是 : 
在 平行 于 轴 Oy 的 板 边 有 


w=0, êw =0 
Ox 
而 在 平行 于 轴 Ox 的 板 边 有 
ðw 
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解 ”为 了 做 单项 的 第 一 次 近似 ， 取 函数 
w (x,y) = X,(x)1 (y) 
作为 极 小 化 形式 ， 式 中 站 (9 和 蕊 (是 粱 函数 ， 它 们 满足 两 端 刚性 固定 梁 的 边界 


条 件 
X(0)=X,(a)=0, X;(@0)= X/(a)=0 


Y(0O)=Y(a)=0, WO= Ka)=0 


极 大 动能 ; 
Pho? ff geg, Dj f° pag [2 2 
Tua = > {fwaxay = > f xaf Yay 
求 得 其 值 为 
2 
T -1.03592 CA0 ab 
2 
极 大 势能 关 
a pb Fw Ow 
2U aax = D 一 + 一 二 | dxd 
max N Ze) d 


a e b 2 a b a 2 b 2 
=D| x: ax Í Yay + 2p | x, Xia] yay + p | X, ax Í y” dy 
0 0 0 0 0 0 
518.52x1.0359b „12.775? 518.52x1.0359b 
=p|—— x 
a ab b 
为 了 简化 计算 ， 设 a = 五 ， 即 假设 板 是 方形 的 ， 于 是 
_ 1400.672D 


2U max 2 


2T ax =1.0731o0ho2a2 


因而 
_ 36 [|D 


@ 三 一 一 | 一 一 
' a hp 


811233 和 矩形 板 的 一 边 刚 性 固定 ， 而 其 余 各 边 自 由 ， 求 其 基本 振动 频率 。 
解 为 在 第 一 次 近似 于 解 此 问题 ， 取 
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w(x,y) = A FD) 


作为 极 小 化 形式 , 式 中 (x) 满 足 x=0 的 一 端 闻 定 而 另 一 端 自 由 的 杆 的 边界 条 件 ， 
TI Y, (y) 则 满足 两 端 自由 的 杆 的 边界 条 件 。 后 面 这 种 杆 的 第 1 阶 振动 频率 等 于 零 ， 
而 第 1 阶 形式 为 常数 


YO) = 常数 


取 此 常数 等 于 1。 因此 ， 在 板 的 各 边 有 


Ow _Ow_ 3w 
ay ay? Oy 


ou Es 区 | ay = f rafi Xedx = 22.93327 


T, -AR P P kirai -1,855622 ab 
由 此 得 出 
_ 3.52 [D 
` 2 ph 
在 第 一 次 近似 时 ， 基 本 频率 与 尺寸 b 无 关 ， 因 而 与 均匀 若 辟 村 横向 振动 的 基 
本 频率 相同 。 
例 12.3.4 均匀 方形 板 的 各 边 锐 链 支承 ， 除 了 本 身 质 量 以 外 ， 还 承受 四 个 相 


同 的 质量 M , DEEA LE): (23); (22); Ë 到] 的 点 1 2, 3, 
4'4J' \4°4 4'4J' 4 4 


4 上 (图 12.3.6) ; 求 板 做 横向 振动 的 第 1 阶 频率 。 


图 12.3.6 ”作用 集中 质量 的 方 板 
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解 板 的 单位 面积 质量 p 王 常数。 显然， 板 势能 将 与 各 边 匀 链 支承 的 均匀 板 
的 势能 相同 。 所 附加 的 集中 质量 只 影响 到 动能 。 在 单项 的 第 一 次 近似 中 ， 根 据 例 
12.3.1 的 结果 ， 可 设 


w(x,y) = sinsin 
a a 


极 大 势能 可 按 如 下 公式 求 得 


2 
D tp Ow Ow 
U pa = 二 SAUEN 
mf (EE) o 
32w 22 2 32 
"5 ax Oy OxOy 


算出 关于 x 和 y 的 二 阶 导数 


因为 在 这 里 


w 8 : 
” = 2 = -2 sin ™ sin Z 
Ox” Oy a 
就 可 求 得 
_ Dn 


KZN # 将 等 于 板 的 极 大 动能 LO 9_ 与 集中 质量 M 的 极 大 动能 


Moa? 5. 
i=l 


之 和 ， 其 中 w(i=1,2,3,4) 为 函数 


T 
sin — T sin Y 
a 


a 


在 质量 固定 点 坐标 的 值 。 对 于 点 (x=, =2), 此 值 等 于 w=， 在 其 余 各 点 


的 位 wi 也 是 一 样 ， 所 以 
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2 2 
27 -PL2 3 Mo? 


max 4 


UJ 12.3.5 求 各 边 自由 的 方形 板 的 第 1 阶 振动 频率 。 
解 ” 各 边 自由 板 的 振动 问题 属于 最 困难 的 问题 。 里 菊 曾 对 此 利用 自己 的 变 分 
法 给 出 问题 的 近似 解 。 对 于 边 长 为 e 的 方形 板 ， 里 茨 已 算出 了 前 面 的 35 个 频率 ， 


其 中 第 1 阶 频率 为 
_1410 ID 
a= a2 Nph 


里 茨 在 其 计算 中 ， 取 如 下 函数 作为 基础 函数 : 
n 为 偶数 时 


_ chy, cosy,x + cosy, chy,x 
” Jch? Yn 十 cos? y, 
其 中 
tany, +thy, =0 


n 为 奇数 时 


w= shy,siny,x +siny, shy,x 
Í Vsk? y, —sin2 y, 


其 中 
tany, — th y, = 0 


瑞 利 曾 假设 第 1 阶 固有 振动 对 应 有 两 条 节 线 的 形式 ， 这 两 条 节 线 就 是 垂直 于 
方形 的 边 并 通过 中 心 的 两 条 直线 。 瑞 利根 据 这 个 假定 , 借助 于 极 小 化 形式 w= xy 85 
出 了 板 的 简化 计算 方法 。 

把 所 假设 的 节 线 ， 取 作 坐标 Ox 和 Oy (图 12.3.7) 。 对 于 函数 o 在 板 上 各 点 
都 有 
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图 12.3.7 ”假设 节 线 与 坐标 轴 重 合 模型 
因而 
U nax = D(L- o)a? 


2 .2 .4 2 6 
r = ipu hoa 
2 Jela 288 


EWEA W o= 0.225 ， 就 可 得 出 


_149 [D 


a \ ph 


这 个 值 与 里 茨 用 同样 的 c 值 求 得 的 第 一 频率 相差 约 6%。 


伽 辽 金 法 也 像 里 获 法 一 样 , 将 极 小 化 形式 写成 基础 函数 的 有 限 线性 和 的 形式 ， 
即 


w(x,y) = Sawy) (12.3.53) 
i=l 


此 极 小 化 形式 必须 满足 伽 辽 金 变 分 方程 


Í | (DAzw- po?w)ëwds =0 (12.3.54) 
(s) . 


并 满足 问题 的 一 切 边界 条 件 ( 几 何 条 件 和 动力 条 件 ) 。 在 此 情况 下 ， 有 
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fms% a-$ - m, 


在 这 些 条 件 下 ， 函 数 w (x, y) REAA ER KERRIER 
将 


ja =0 (12.3.55) 


w(x,y) = J aw(x,y) > ëw(x,y) = 2 ,w(x, y)Ša, 
i=1 i=1 


代入 方程 式 (12.3.54) 后， 就 可 把 它 变 换 成 如 下 方程 : 


n 


> a [l pa, — pha’ w, Jas foa =0 


i=] | k=l (s) 
由 于 变 分 8a; 的 任意 性 ， 由 此 得 到 


>a [Í paw, - pha’w, was =0, i=1,2,…,n (12.3.56) 
k=l (2 


引入 记号 


Í | DA?wiwds = Ax, f | LWwiwds = B, (12.3.57) 
(s) (s) 


可 将 方程 式 (12.3.56) 改写 成 如 下 形式 : 


(An -—w Ba)a +t (An -0 Ba)a, =0, i=1,2,…,n 


由 此 得 到 
A-B, + 40 Bp 
A, — oB, e An O Bo =0 (12.3.58) 
An -0B > An- By 


这 样 ， 就 得 到 板 的 伽 辽 金 频率 方程 。 由 这 个 方程 . ARENT o? 8, Rph 
值 给 出 偏 高 的 第 1 阶 频 率 近似 值 。 

BJ 12.3.6 求 周 界 刚性 固定 的 方形 板 的 第 1 阶 振动 频率 。 

到 板 的 中 心 为 坐标 原点 ， 坐 标 轴 如 图 12.3.8 所 示 。 
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图 12.3.8” 周 界 固 支 方 板 模 型 


解 ” 若 限于 单项 的 第 一 次 近似 ， 可 选 如 下 函数 为 极 小 化 形式 : 
网 人 人 =( a) - a°) 


这 个 形式 满足 问题 的 一 切 边界 条 件 ， 因 为 对 x=+ta，y=+ta， 有 


_ Sw _ m o 


w= 
ôx 0y 


AR (12.3.57) 计算 A MB ， 得 


a(t 4 4 14 
4, - [passa = of" f $ w, m w Jaa- 65536Da 


A 0 cp ay 1225 
a pa 65536a!° ph 

B, = ph [J 2ds = oh f 2 a$ (y? _ a?)*dxdy = 

u= enfj w ph| | o tot - ataq = 


对 于 第 一 次 近似 ， 频 率 方程 式 (12.3.58) 将 有 如 下 形式 : 
Ai Bi = 0 


由 此 求 得 
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7. 圆 板 的 横向 振动 方程 
将 直角 坐标 系 原点 放 在 板 的 中 心 , 并 用 r 和 6 分 别 表示 中 性 面 上 某 点 的 矢 径 和 


极 角 则 可 利用 算 符 


e 0 sn@ o 

Ox Dr r 60 

3 . 3 cos0 2 (12.3.59) 
— =sinĝ— + — 

Oy Or r 00 


将 势能 和 动能 的 表达 式 变 换 成 极 坐标 (图 12.3.9) 形式 ， 然 后 将 前 面 用 直角 坐标 表 
示 的 所 有 公式 ， 都 变换 成 极 坐标 形式 。 


y 


<] 


Æl 12.3.9 ” 圆 板 模型 


-z w, wÝ 2 2 LEY Pwy 

a ay ax? y? | Əxðy 
变换 成 极 坐 标 形式 ， 必 须 求 出 w 对 x 和 上 y 的 二 阶 导数 的 极 坐 标 形式 ， 利 用 算 符 式 
(12.3.59) ， 可 以 求 出 


为 了 把 极 大 势能 


Dw _ w oe _ sin20 Ow L sin20 ôw sin” 8 Ow n sin? 8 Ow 
2 ar? r OOO r’ 35” r Or r? 3e 


cos? 0 ðw e8 cos? 0 8w 


Ow ðw., sin20 Ow _sin20 Ow ， 
2 


— = sn + 7 — — 

0“ Or r 00 r 30 r Or r 60 
Ow OW ingcosg, S0S20 ZW cos200w singcosO Ow _ sin@cos 0 w 
r Or00 2 38 r Dr - 60 


ôxôy Or? 
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代入 Una 的 表达 式 后 ， 得 出 


" s low 二 加 | 


ror rag 


low 1 0w)| [8f10w)T 


应 该 注意 二 阶 导 数 


在 6=0 的 值 为 
Ox? pe ər? 
2 
3w) Low 10% (12.3.61) 
3y? iia ror rae 
3w 8 之 位 aw) 
OxÓy Jao a r 00 
对 于 极 大 动能 可 求 得 
2 T a 
AE Í i Í mw2rd6dr (12.3.62) 
2 0 Jo 
将 均匀 圆 板 横向 自由 振动 形式 的 极 坐标 方程 写成 如 下 形式 : 
16 18 Yw low 18 pho2 _ 
Ea Es Pm Z (12.3.63) 
或 
ACAW) -2 w=0 
5 u 
其 中 


2 13 1 8 
Ba a (12.3.64) 
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对 于 非 均匀 圆 板 ， 其 振动 形式 方程 为 如 下 形式 : 


lI-oldDow dDfIaw 13w 2 
ee Pie J7 Ë ag —pho?w=0 (12.3.65) 


若 注 意 到 板 的 周 界 上 有 


圆 板 横 向 振动 的 变 分 方程 可 写成 如 下 形式 : 


f | (DA?w- pha2wjswrdgdr -fms (ejrae + fx, _108 oae =0 (12.3.66) 
5 Ər r 30 


在 板 的 周 界 上 有 


3w aw 138w 
M, =-D| 2 I |. 
Z É "| ðr 2002 j 


H, = D( 3 (12.3.67) 
Or\r Or 
8[əw ðw 1 Ow 
N, ==D—| 一 一 +- 一 + 一 一 一 
s= Or 2 =] 


8. 254 EA B 3] 28 
若 满 足 方程 
Aw+k2w=0, Aw-k*w=0 


2 2 
lƏw 1 
Ow low 1 Ow = (12.3.68) 


则 函数 w 必 将 满足 均匀 圆 板 的 振 型 方程 ; 
A*w—kiw=0 


其 中 
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-379° 


pha’ 
D 


k= 


设 两 个 函数 R(r) 和 G(6) 的 乘积 形式 是 满足 方程 式 (12.3.68) 的 函数 


w(r,0) = R(r)@(0) 


其 中 第 1 个 只 
后 ， 得 到 
2 
3R 1R oO+H2RO-0 
8 7 Dr r? 002 
由 此 得 到 
OR 18R 0 
“A SLR 
ðr? ror -3P __ 2 
R 


(12.3.69) 


!\ 是 7+ 的 函数 ,而 第 2 个 只 是 9 的 函数 。 把 这 个 函数 代入 方程 式 (12.3.68) 


(12.3.70) 


因为 第 1 个 比 式 仅 与 x 有 关 ， 而 第 2 个 比 式 仅 与 9 有 关 ， 所 以 只 有 在 两 个 比 


式 都 等 于 同一 个 常数 的 条 件 下 ， 它 们 才能 
假定 此 数 为 正 值 ， 就 会 使 ® 变 成 无 限 增 大 。 因 此 ， 


方程 ， 
826 


zg e =0 

2R 2 
êR, 13R ， +k? 2 |R=0 
ar? rõr r? 


适当 地 选择 初始 条 件 后 ， 由 第 1 个 方程 求 得 
@(0) = z ssin(n0) 


第 2 个 方程 是 贝 塞 尔 方程 。 


首先 考察 在 疙 前 取 正 号 的 方程 
aR 138R |z _ n R=0 
ər? rõr r? 


中 设 x=kr, MERAT ERRRU FER: 


能 恒 相 等 。 设 这 个 常数 等 于 --n*， 因 为 若 
由 式 (12.3.70) 可 得 到 如 下 两 个 


(12.3.71) 


(12.3.72) 
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2 2 
RR fii) -0 (12.3.73) 


这 个 方程 的 解 是 地 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 
R.(r) =], (kr) 
第 二 类 贝 塞 尔 函数 也 是 这 个 方程 的 解 ， 但 是 这 些 函数 在 r = 0 处 变 成 无 穷 大 ， 


因此 不 能 作为 中 心 无 孔 圆 盘 的 振动 形式 的 组 成 部 分 。 
现在 考察 在 六 前 取 负 号 的 情况 ， 在 方程 


2 2 
S a ateo 
Br rer r 


中 设 y=ikrGi=V-1)， 就 得 出 方程 
R 10R, La R=0 
02 yOy 2 


上 式 与 方程 式 (12.3.73) 在 形式 上 没有 任何 区 别 。 这 个 方程 的 解 是 有 虚 宗 量 的 n 阶 
第 一 类 贝 塞 尔 函 数 员 (站 = 工人 it) .为 了 使 六 取 正 值 时 得 到 实 值 的 解 ， 取 修正 的 
MER NEREK I(r) 


R (r) =i “J,Gkn) =1, (kr) 


因此 。 方 程式 12.3.71) 中 第 二 式 的 一 般 积 分 将 是 
R(r) = A),,(kr)+ BL, (kr) 


其 中 AB 为 任意 常数 。 注 意 到 上 述 一切 ， 方程 式 (12.3.68) 的 一 般 积 分 可 写成 如 下 
形式 : 
w(r,0) = a sin(n@)[], (kr) + AL, (Er)] (12.3.74) 


常量 a 和 4 由 边界 条 件 求 得 , 也 即 由 板 边 的 固定 条 件 求 得 。 因 为 讨论 的 是 实心 圆 盘 ， 
这 种 边界 条 件 有 两 个 。 把 式 (12.3.74) 代入 这 些 条 件 ， 消 去 c 和 ,4 以 后 ， 就 得 出 关于 
k 的 一 个 超越 方程 ， 这 个 方程 的 根 可 由 贝 塞 尔 函数 表 查 得 ， 这 些 根 确定 了 板 的 固 
有 振动 频率 。 

函数 式 (12.3.74) 的 零点 的 几何 位 置 表示 板 上 的 节 线 。 由 方程 
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sin(n0)[J, (kr) + AL, (kr)]=0 
可 以 看 出 ， 圆 板 上 可 能 有 两 组 节 线 ， 其 中 一 组 节 线 满 方程 


sin(n@0) = 0 


它 的 根 


将 对 应 于 所 谓 节 直 径 ， 节 直径 的 数目 等 于 n 
方程 


J (Kr)+AL (1)=0 


的 根 有 ,r,s,… 确定 第 二 组 节 线 ， 这 些 节 线 是 半径 为 有 ,n,n,… 的 同心 圆 (图 
12.3.10) 。 


图 12.3.10 国 板 的 节 圆 与 闻 直 径 
对 于 半径 为 a 而 沿 周 界 固 定 的 板 ， 有 


w =0， (=) =0 (12.3.75) 
Or Ja 


在 此 情况 下 ， 在 式 (12.3.71) 的 第 二 式 中 设 
w= R(r) 


就 可 以 求 得 没有 节 直 径 (z=0) 的 形式 。 因 为 在 此 情况 下 ， 确 定 这 个 形式 的 函数 显 
然 是 与 6 无 关 的 。 这 一 假设 导出 了 方程 
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的 解 是 零 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ， 这 个 方程 的 一 般 解 是 
w(r) = AJo (Er) + BL (Er) 
对 于 x =a， 即 在 板 的 外 边 ， 边 界 条 件 是 刚性 固定 的 ， 有 
Alo (ka) + Blo(ka)=0 


AJ: (ka) + BI, (ka) = 0 


或 由 公式 
Jy (ka)=-), (ka), T (ka) =- (ka) 
化 成 
AJo(ka) + BI (ka) = 0 
_Ali(ka)+ BU (ka) = 0 
由 此 得 到 


J, (kay, (ka) + L, (ka)), (ka) = 0 
瑞 利 求 得 这 个 方程 最 小 根 的 值 为 


ka =3.20 


_ 1024 |D 
a a: \ ph 


对 应 的 第 1 阶 振动 形式 (没有 节 直 径 ) 表 示 在 图 12.3.11 上 。 


由 此 得 出 


图 12.3.11 周边 固 支 圆 板 的 第 1 阶 振 型 
在 一 般 情况 下 ， 边 界 条 件 式 (12.3.75) 导 出 方程 
AJ, (ka) + BL (ka) = 0 


(12.3.76) 


(12.3.77) 
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AY. (ka) + BI' (ka) = 0 
借助 于 递 推 公式 


1 r) =3k [T(r) -Ina r] 
, 1 
In (kr) = ztn (kr) + Ini (kr)] 


由 此 消去 4 和 B 后 ， 得 到 频率 方程 为 . 
J (ka) L. (Ka) 
Jo -Ja Ip (ka) + Ipp (ka) 
HTE— An JER 123.7 AAEREN, ME TAREHE. "4 n=0 
时 ， 像 前 面 指出 过 的 ， 只 有 同心 圆 是 节 线 。 对 于 周 界 固定 圆 板 的 前 面 几 个 振 型 ， 
ka 值 列 在 表 12.3.1 中 。 
表 12.3.1 不 同 m 和 4 组合 下 对 应 的 固定 圆 盘 ka 值 


节 直 径 数目 
PARA 
n=0 n=l n=2 
m=0 3.19 4.61 5.90 
m= 6.30 7.81 9.40 
m=2 9.43 10.98 12.60 


图 12.3.12 表示 出 如 下 两 种 情况 下 板 的 振动 形式 ， 
(1) n=0,m=1: 


图 12.3.12 ”周边 固 支 圆 板 不 同 振 型 的 节 线 形式 
对 于 刚性 固定 的 半径 为 wb < a) 的 轴 上 的 均匀 圆 盘 ， 沿 固定 圆周 有 
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(w),-x =O, (=) =0 (12.3.78) 
Or r=b 
在 此 情况 下 ， 方 程式 (12.3.73) 的 一 般 解 将 包含 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 和 第 二 类 、 
第 三 类 贝 寒 尔 函数 ， 而 且 任 意 常量 的 数目 不 是 2， 而 是 4。 


w(r,0) = a sin(n0)[J,, (kr) + AN, (kr) + BL, (kr) + CK, (kr)] 


其 中 N, A n 阶 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 ( 诺 伊 曼 函 数 )，K 为 修正 的 n 阶 第 三 类 贝 塞 尔 - 

函数 ( 汉 克 尔 函 数 ) 。 
这 些 常 量 由 4 个 边界 条 件 来 确定 ， 在 内 边 有 两 个 条 件 ， 即 式 (12.3.78) ， 在 外 

边 也 有 两 个 条 件 ， 其 形式 取决 于 外 周 界 的 固定 方法 。 
例 12.3.7 求 外 周 界 固定 的 均匀 图 板 的 第 1 阶 振动 频率 ( 按 里 效法 ) 。 
# ”这 个 板 的 极 大 势能 可 按 如 下 公式 计算 : 


2r paj Ffw lôw 1 3w 
2U pa -Df 人 (2 =+ t] rdĝdr (12.3.79) 
取 表 达 式 
w(r,0) = ar" (a — r2)cos(n0) (12.3.80) 


作为 有 nn 条 节 直 径 的 极 小 化 形式 ， 其 中 s 为 参数 ， 其 值 由 第 1 阶 频 率 平方 的 极 小 
值 条 件 来 选择 。 
把 式 (12.3.80) 代入 式 (12.3.79) 并 对 9 积分 后 ， 得 到 


af Ow, 10w rè 
2U «= Da Í 二 二 -一 一 -WwW lrdr 
m { Br2 ror r’ 


其 中 
w =ar (a? — 2) 


计算 括号 中 的 被 积 表达 式 得 


3r? t Dr r 


= ajar? (s? — n?)] = 28r" ((s +27 —n2) +r? (s + 4)2 — n2)] 


首先 考察 n=0 时 的 没有 节 直 径 的 对 称 振动 。 在 此 情况 下 ， 有 
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2 4 
F 8 wo low rdr = a2 a2st6 EEANN 4(s +2) 
ol &? rr Or 2s-2 2s+2 


二 一 一 一 
2s+6 2s 2s+2 2s+4 


求 得 极 大 动能 ; 
27max = noha’ [ wirdr 
二 mpha?a? | (aty: 一 2a273+2 十 rtt) rdr 
0 


1 6 1 4 4 Jee" 


+ + _ _ 
2s+2 2s+6 2s+10 2s+4 2s+8 


= rph’ a? | 


按 瑞 利 公 式 求 得 第 1 阶 频 率 平 方 为 


U 
2 max 
Oi = 

Tmax 


频率 值 中 将 包含 尚未 确定 的 参数 s， 这 个 参数 将 由 o 的 极 小 值 条 件 来 选择 。 
找到 这 个 极 小 值 后 ， 求 得 极 小 值 出 现在 s=0 时 。 但 是 在 此 情况 下 ， 有 
2U = Draad, 2T = pho oa 
3 10 


,_320D ，_1033 [D 
e 3a4 hp ` ' a \hp 


WR na=1, WA s 不 能 取 小 于 1 的 值 ， 因 为 在 *<1 的 情况 下 ， 导 数 


因而 


ĉw _ aļatsr"™ -2a (s +2)r"*! L (s +4)r*] 


Br 


在 r=0 时 变 成 无 穷 大 。 
计算 表明 : 当 x =0 增 大 时 ， 频 率 也 随 之 增加 。 因 此 ， 为 了 计算 具有 一 条 节 直 
径 的 频率 ， 应 取 s =1。 这 时 


2U max =80° Dna", 27 = 0.0167 mpho a"? 


“386， 第 12 章 二 维 连 续 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 


因而 


_ 219 [D 
= | 二 


= 一 PP 


在 有 两 条 节 直 径 (n=2) 的 情况 下 ， 计 算 给 出 对 于 某 些 s 值 的 频率 值 如 下 : 
s=1.5, 1.75, 2.0, 3.0 


ne =362, 35.5, 36.5, 45.8 


因此 ， 在 s=1.7 时 ， 可 得 到 最 接近 精确 值 的 频率 为 


_354 [D 
a Nhp 


B 12.3.8” 沿 周 界 刚性 固定 而 半径 为 a 的 圆 板 上 ， 作 用 着 沿 板 均匀 分 布 而 密 
度 为 


f = Asin(@ot) 
的 简谱 扰动 力 ， 求 板 的 受 迫 振动 。 
解 在 所 考察 情况 下 ， 板 的 受 迫 振动 形式 的 微分 方程 有 如 下 形式 : 
DA2w — pho; w= A (12.3.81) 
设 齐 次 方程 的 一 般 解 是 
R (r) =C, Jo (kr) + C,1, (lk) 
方程 式 (12.3.81) 的 特殊 积分 为 


fo -i 
式 中 
pi 2h? 
D 


则 方程 式 (12.3.81) 的 一 般 积 分 为 


w= R. + R, = Co) + C(L (12.3.82) 
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在 板 的 外 周 界 上 有 
wa)=0, w'(a)=0 


首先 借助 于 式 (12.3.82) 把 这 些 边界 条 件 表 示 成 如 下 方程 : 


A 
C,1, (ka) + C,L, (ka) = Dre 


CI (ka) + CI (ka) = 0 
然后 利用 式 (12.3.76) ， 由 上 述 条 件 得 出 
4 
GJo(ka)+ C, (ka) =— 
-CJi (ka) + Cl (ka) = 0 


由 此 得 到 


-4 ba 
! Dk* J, (ka)l, (ka) + J, (ka)1, (ka) 


C= A: J, (ka) 
? Dk4 J (ka), (ka) + J, (ka)lo (ka) 


所 以 受 迫 振动 形式 将 有 如 下 方程 : 


L tone) | (12.3.83) 


w(r)= 4 
Dk’ | Ja (ka)l, (ka) +I, (ka)J, (ka) 


J, (ka), (ka) +L, (ka)J, (ka) = 0 


时 ， 板 的 固有 振动 频率 与 扰动 力 频率 相 重合 ， 这 可 从 式 (12.3.77) 推 知 ， 此 时 将 发 
生 共振 现象 ， 若 没有 阻力 ， 则 共振 时 的 振幅 将 无 限 增 大 。 
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壳 的 振动 问题 比 相应 的 梁 或 板 的 振动 问题 复杂 得 多 ， 这 主要 是 曲率 对 壳 体 方 
程式 和 动力 学 形态 的 影响 而 引起 的 。 对 于 梁 和 板 ， 可 以 分 别 考虑 其 弯曲 振动 和 拉 
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伸 振 动 ， 而 对 于 一 些 复杂 的 问题 ， 只 需要 将 这 些 影响 个 加 起 来 就 可 以 了 。 但 对 于 
壳 体 来 说 ， 变 形 是 耦合 的 ， 因 为 耦合 作用 ， 必 须 考虑 三 个 互相 重 直 的 位 移 分 量 。 
这 样 ， 可 以 得 到 用 这 些 位 移 分 量 来 表示 的 三 个 平衡 方程 式 ， 但 是 ， 没 有 一 组 普遍 
可 接受 的 方程 式 。 事 实 上， 存在 着 许多 组 有 微小 差别 的 方程 式 ， 这 种 差别 取决 于 
在 推导 时 所 作 的 一 些 假设 。 

一 般 壳 体 理论 的 推导 超出 了 本 书 的 范围 ， 并 且 只 对 某 些 特定 情况 才 有 解 。 在 
下 面 的 分 析 中 ,分别 给 出 了 圆柱 形 壳 和 扁 壳 的 能 量 表 达 式 ， 以 便 用 瑞 利 -里 茨 法 来 
求 固有 频率 。 在 这 两 种 情况 中 ， 对 于 一 定 的 边界 条 件 ， 这 些 解 在 特定 的 壳 体 理论 
范围 内 是 精确 的 ， 即 得 到 的 频率 与 从 解 壳 体 方程 式 得 到 的 频率 相同 。 

同 梁 和 板 一 样 ， 壳 也 存在 若干 包括 横向 前 切 变形 和 转动 惯量 的 高 阶 理论 。 根 
据 三 维 弹 性 理论 ， 对 于 圆柱 形 壳 得 到 了 某 些 数 值 结 果 。 
1. R| J 

1) 基本 方程 

下 面 只 讨论 在 结构 部 件 中 经 常 出 现 的 圆 简 形 壳 的 一 些 振 动 模式 。 若 w 是 充 
中 面 的 径 向 位 移 ， 那 么 ， 在 这 些 模式 中 ，w 和 cos(n9) 成 比例 ， 其 中 擅 角 坐标 (图 
12.4.1) ，2 是 整数 。 在 某 个 特定 的 壳 体 横 前 面 上 ， 对 于 n=1, 2, 3 这 三 种 情况 ， 绕 
着 圆周 线 的 径 向 位 移 的 变化 示 于 图 12.4.1 中 ， 相 应 于 n=2,3 以 及 较 高 n 值 的 模 态 
代表 了 壳 体 振动 的 特性 。 图 12.4.1 表示 了 在 一 个 典型 横 剖 面 上 的 振动 形状 , 但 是 ， 
对 于 所 有 实际 的 端 部 条 件 ， 径 同位 移 是 轴 向 坐标 的 函数 。 此 外 ， 壳 体 的 中 面 还 有 
切 向 和 轴 向 的 位 移 分 量 ， 虽 然 在 圆柱 形 结构 有 可 能 被 激 起 的 一 些 模 态 中 ， 这 些 分 
量 的 极 大 值 小 于 径 向 位 移 的 极 大 值 。 与 矩形 板 类 似 ， 探 讨 圆 简 形 壳 的 振动 有 两 种 


n=1 


t 
(a) 圆 简 形 壳 (b) 圆周 线 模 态 的 一 些 例子 
图 12.4.1 贺 简 壳 典 型 横 截面 上 的 振 型 
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方法 。 一 种 方法 是 考虑 某 个 单元 体 的 平衡 ， 并 用 三 个 位 移 分 量 来 表示 其 上 的 力 和 
力矩 ， 就 可 以 得 到 三 个 运动 方程 式 ， 假 设 振动 形式 必须 满足 这 些 方程 式 及 圆 简 两 
端的 边界 条 件 。 对 于 许多 实际 的 端 部 条 件 ， 求 解 是 很 复杂 的 ， 故 在 此 不 予 介绍 。 
这 里 提出 另 一 个 可 供 选 择 的 方法 ， 这 种 方法 用 位 移 分 量 将 应 变 能 和 动能 表示 为 积 
分 ， 并 对 这 些 分 量 假设 合理 的 振动 形式 ， 再 用 瑞 利 -里 获 法 来 求 固 有 频率 。 

图 12.4.2 表示 一 个 平均 半径 为 a， 均 匀 厚 度 为 h 和 长 为 dx 的 圆 简 形 壳 的 单元 
IE, EP ha 假设 是 小 量 。 坐 标 取 向 : x 为 轴 向 ，0 为 切线 方向 (图 12.4.3)，z 为 
径 向 ， 并 从 中 面 量 起 向 外 为 正 。 中 面 上 一 点 在 x,9,z 方 向 的 位 移 分 量 分 别 为 u,v 
和 w。 同 薄板 一 样 ， 假 设法 向 应 力 o, 和 前 应 变 ee ,soz 为 零 。 离 中 面 距离 为 z 处 的 
应 变 等 于 中 面 处 的 相应 应 变 加 上 由 于 曲率 或 扭 率 变化 而 产生 的 应 变 。 应 该 注意 ， 
并 没有 假设 中 面 是 不 能 伸展 的 ， 因 为 这 种 假设 将 导出 一 个 有 限 长 壳 体 所 不 能 用 的 


理论 。 


图 12.4.2 ” 圆 简 形 壳 的 单元 体 
zÀ 


图 12.4.3 圆柱 形 极 坐 标 


a' ,60 和 8 分 别 是 距离 中 面 为 z 处 、 沿 zx 和 6 方向 的 法 向 应 变 和 剪 应变, 对 于 
中 面 上 的 点 , g. ,sg 是 x 和 6 方向 的 应 变 ; K, Ko 是 x 和 6 方向 上 的 曲率 变化 ; Eg, Kp 
是 前 应 变 和 扭 率 。 因 此 ， 离 中 面 距 离 为 z 处 的 应 变 近 似 为 


t ' , 
EL =£, ZK,» Eg =£ tZKo» “l =£, +22Kg 


Xi 
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其 中 


3w 1 {8w ðv If w ð 
二 一 一 一 ， =—-—| ————|, =—-—| ——-—— | (12.4.1) 
x K 2 Ë | Ksg a | 8x0 0 a) 


注意 到 中 面 的 半径 为 a,x, 的 表达 式 和 kg , ko 表达 式 中 的 第 一 项 可 以 根据 板 理论 
中 所 得 到 的 类 似 关 系 式 来 推断 。 <, 和 x 中 的 第 二 项 由 单元 体 的 曲率 引起 ， 这 种 
曲率 也 使 sy 中 出 现 w/a 这 项 。 

一 个 弹性 体内 的 应 变 能 为 


U= | ;e.z, +0,E, +G,g, +O Ey + OwEy +G, £, )dyV 
注意 到 ee ,su 和 Eo 已 假设 为 零 , 并 且 忽 略 与 x 轴 相 垂 直 的 单元 体 两 个 面 的 梯形 形 
状 ， 则 可 得 应 变 能 
hl2 pf72r1 ， ， ， 
u= Í, | 二 (asE' +0g6y + C' oSI )ad0dxdz (12.4.2) 


h/2 


由 应 力 -应 变 关系 


(12.4.3) 


E E 
o, =—— (E, tveg)» Og=—— (Eg tVE,)> G, = 
l-v l-v 


E ， 
Ep 
X1+v) 


PRAD ARGAD AEAA242 P, 并 对 z 求 积分 ， 则 有 


u= |” Eh a Ae ) 2v C ) 
+— +w| 上 一 +w 
o 20—v’) DO a 00\00 
av 1 ðu 2 h° | (1102w ? 1182w ðv ? 
+— ta- v} -一 + 一 一 | + 一 :| — | + 一 | 一 一 一 -一 
ax a 80 12 || 3x? at 802 30 


2y 2 _ 
29 aw e |, 20 w v] d0dx (12.4.4) 
a x? (00 38 3x00 Ox 


a 


对 z 求 积分 后 ， 动 能 式 为 


T= NME [EE BJE] pua (12.4.5) 
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式 (12.4.5) 只 有 在 假设 了 u,v 和 w 的 振动 形式 后 才能 对 9 和 x 积分 。 前 面 曾经 指出 
过 ，w 和 cosn9 成 比例 ， 此 处 整数 n 是 周 向 波 数 。 因 此 ， 假 设 


u = U(t) f(x)cos(n0) 
v =V(t) £,Ga)sin(n0) (12.4.6) 
w = W(t) f,, (x) cos(n0) 


Fa £, l f, BU SID PB 2 FAT 28, 为 了 用 瑞 利 - 里 芯 法 , 必须 满足 所 有 位 移 和 转 
角 条件 。 f 的 适当 形式 即 为 与 圆 简 形 壳 有 相同 端 部 条 件 的 等 截面 粱 的 振动 形式 
(u,v 和光 的 更 一 般 表 达 式 ， 在 讨论 响应 时 给 出 ) 。 

2) 简 支 圆 简 形 过 的 固有 频率 

为 了 说 明 这 个 方法 ,我 们 研究 xz=0 和 x*=! 两 端 为 “ 简 支 ”的 圆 简 形 壳 的 固有 
频率 。 在 圆 简 形 壳 的 一 个 简 支 端 ， 径 向 位 移 和 切 向 位 移 为 零 ， 轴 向 力 和 力 拖 为 零 。 
但 是 ， 轴 向 位 移 x 不 等 于 零 ， 这 与 一 个 简 支 梁 的 端 部 允许 有 轴 向 移动 的 情况 相 类 
似 。 故 可 假设 


u = U(t)cos m cos(n0) 


v=V®) sin sin(n6) (12.4.7) 
jax 


w=W(t) sm cos(n0) 


其 中 整数 j 为 轴 向 的 半 波 数 。 因 此 ,整数 了 和 nn 规定 了 节点 的 形式 。 由 式 (12.4.1)、 
式 (12.4.3) 和 式 (12.4.7) ， 在 壳 体 的 两 端 取 c. 为 零 。 因 此 ， 轴 向 力 和 力矩 也 为 零 ， 
故 式 (12.4.7) 满足 所 有 边界 条 件 。 将 式 (12.4.7) 代入 式 (12.4.4) 和 式 (12.4.5), 并 对 x 
和 6 求 积 分 ， 则 有 


TB 
4a(1— 2) 


k +(nV +W)? _—2v4U(W + ni) +50 -vV AV —nU)° 

3 (12.4.8) 

SAW + nV WY RWW + V) +2(1-VXAV + AnW) 
2 n —v)(AV + nW’) 


7 = nphla(Ù? +r?) (12.4.9) 
其 中 
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假设 任意 一 个 位 移 分 量 都 是 简 谐 运动 (其 中 CGO = Usin(@ot), VE = V siot) 
#IW(0 =Wsin(oD)), HU,, = Tw 得 到 一 个 关于 ww 的 方程 式 ， 并 以 下 列 形 式 用 
瑞 利 - 里 茨 法 
aU 5 Ww 
REHXTUM, VA MKA 的 拉 格 朗 日 方程 式 ， 然 后 再 假 设 简 谐 运动 ， 结 果 是 
一 样 的 。 这 样 就 可 以 得 到 下 列 三 个 方程 式 : 


(12.4.10) 


Ë + -a |u -30+ vnr -vaw =0 


-50 +v)AnU + 3 —-v)42 +n? — A+ (° +2 -vah 


+[n+ B +(2—v)A2m]W = 0 
—v4U +[n+ Bf +(2-V)A NV +1—- A+ pA +n IW =0 (12.4.11) 


其 中 
pel- o K 
As, = 
E 12a? 

由 式 (12.4.11) ， 无 因 次 频率 因子 A 是 4 个 参数 ( 即 厚 度 与 半径 之 比 h/a、 周 向 
波 数 n、 轴 向 波长 参数 4 (等 于 平均 圆周 线 与 轴 向 波长 之 比 ) 及 泊 松 比 v 的 函数 。 
WRU , VAW TFHA 的 三 次 方程 式 , 因此 , 对 于 4 个 参数 的 任 一 组 特定 数值 ， 
有 三 个 A 的 值 , 每 一 个 A 值 相 应 于 U : V : 下 的 不 同比 值 。 对 结构 感 兴趣 的 只 是 
A RRMA. HAME, Wan #lV > U ， 即 位 移 的 径 向 分 量 是 最 大 的 。 但 是 ， 
其 他 两 个 分 量 也 不 能 够 忽略 。 

A 的 三 次 方程 式 为 


A? -K,A? +K,A -Ko =0 (12.4.12) 
其 中 


-lqg-vy}? alq 2 +n) U4- A n 
Ko a0 Atv) + v) +n) -AAVA n 2413) 


BA nt — 2nŠ +41- v? JAt + 44202 + n°] 
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K, -4 十 12 -26 _ v — 2v2)42 + 


十 plie -VA +F +2(- A 2-v An (12.4.14) 
-6 + Vn +2(1— v)42 +] 


K, -GD +n?)+1+ pA? +n +20—v)A +n] (12.4.15) 


因为 对 于 薄 壳 来 讲 ，8 = 大 /12a2 是 一 个 小 量 ， 故 在 K, 式 中 忽略 了 B KRR 
项 。 当 壳 的 尺寸 和 泊 松 比 给 定时 ， 对 于 任意 一 个 用 整数 7 和 nn 来 描述 的 模 态 ， 可 
以 求 得 式 (12.4.12) 的 最 小 根 。 注 意 到 固有 频率 与 A 成 比例 ， 故 对 于 过 体 和 模 态 
参数 的 大 多 数 数值 来 说 , 可 以 略 去 KK, 表达 式 中 方 括号 内 的 某 些 小 项 而 近似 地 求 得 
式 (12.4.12) 的 最 小 根 为 


2 
z , (12.4.16) 
K; K, K, 


由 上 述 理论 所 得 到 的 结果 对 于 这 些 端 部 条 件 ， 因 为 所 假定 的 振动 形式 式 
(12.4.17) 满足 壳 体 方程 和 所 有 边界 条 件 ， 因 此 在 用 瑞 利 -里 茨 法 时 不 存在 误差 。 

对 于 @ 两 端 固定 ;名 两 端 自 由 ，@ 一 端 固定 而 男 一 端 自由 的 圆 简 形 壳 的 三 种 
情况 , 在 用 了 由 梁 理论 所 提出 的 式 (12.4.6) PH £. (x) , (x) 和 (x) 的 近似 表达 式 
及 瑞 利 -里 菊 法 后 , 就 已 经 求 得 了 其 固有 频率 。 将 这 些 结果 和 满足 壳 体 方程 式 及 所 
有 边界 条 件 的 那些 答案 相 比较 ， 可 以 看 到 ， 这 些 频率 是 足够 精确 的 。 


2 4 6 8 10 12 


图 12.4.4 有 两 个 简 支 端的 圆 简 形 壳 的 频率 因子 
h/a=0.01,1/a=2,v=0.3 
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图 12.4.4 表 示 1a=2，ha=0.01 和 Y=0.3 的 简 支 圆 简 形 壳 对 /了 =1, 2 和 不 同 
n 值 时 频率 因子 A' 人 ?的 情况 。 为 了 团 明 趋势 ， 对 两 个 j 值 绘 出 了 两 根 和 A 和 n 的 关 
系 曲线 。 昌 然 ， 对 于 一 个 完整 的 壳 体 来 说 ， 相 应 于 非 整 数 的 4 值 的 频率 是 没有 物 
理 意 义 的 。 对 于 特定 的 n 值 ， 当 轴 向 半 波 数 j 增 加 时 ， 固 有 频率 也 增加 ， 反 之 则 
不 然 。 实 际 上 ， 对 这 个 例子 ， 最 低 的 那个 固有 频率 是 与 模 态 j/n =1/5 相应 的 。 而 
弯曲 模 态 (n=1) 和 轴 对 称 模 态 (n=0) 的 固有 频率 则 高 于 图 中 A” 的 数值 范围 。 

3) 响应 

简 支 圆 简 形 壳 对 于 个 单位 面积 上 作用 径 向 力 pO O 的 响应 , 可 以 用 模 态 
用 加 法 来 求 得 。 假 设 


u > „ eos ES cos(n6)- q (t) (12.4.17) 

v= 22 sin EX sin(00)- 4 nlt) (12.4.18) 
j 

w= Z sind eos(n0), a (t) (12.4.19) 


其 中 ;和 矿 , 分 别 为 关于 模 态 j/n MARME on KUW ML V/W E. EA 
(124.17 P, 假设 作用 力 关于 9 = 0 线 对 称 分 布 ( 对 于 9 =0 反 对 称 分 布 的 情况 ， 上 
式 中 的 sinn9 和 cosng 要 互相 交换 位 置 ) 。 将 式 (12.4.17)~ 式 (12.4.19) 代入 式 
(12.4.4) 和 式 (12.4.5)， 对 x 和 08 求 积 ， 并 用 固有 模 态 的 性 质 及 关于 9; 的 拉 格 明日 
方程 式 ， 就 可 得 到 非 看 合 的 方程 组 


了 bmphatt +V; + DG HO nIm) = Q, (12.4.20) 
RP Q, A q, 相应 的 广义 力 。 对 于 n>0， 则 b=1; 对 于 n=0， 则 b=2。 对 
某 个 增 量 5g;, 用 虚 功 原理 ， 可 以 证 明 
Qn = f(D f ， f N p(x, 0)sin dT cos(nb)odbdx 


因此 
Ü n +CD jn + Ohl i =K,,f (O (12.4.21) 


在 式 (12.4.21) 中 分 别 用 EN + c(@/Ən] i GII + e(O 代替 已 和 G ， 从 而 引入 内 阻 
尼 ， 其 中 
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| ar Í "00)sin cos(n0)dxdð 
K, - no Í  — (12.4.22) 
| 了 mo +V +1) 

式 (12.4.21) 的 解 可 用 Duhamel 积分 来 求 得 。 然后 , 由 式 (12.4.17)~ 式 (12.4.19) 
求 出 响应 。 若 激励 是 频率 为 o 的 简 谐 激励 ， 可 以 在 式 (12.4.21) FH £/o 代 换 c 而 
计 及 迟滞 阻尼 。 若 激励 是 作用 在 x= 为 和 0=0 处 的 -- 个 径 向 力 PO» 则 式 (12.4.22) 
中 天 六 的 分 子 要 用 (P/a)sin( jax /D) RRR. 


@EafPx10 ° 
wEa/Px103 


0 004 0.12 0.20 0.28 0 004 012 4 020 0.28 
(a) 在 x3/4 和 8-0 处 的 力 和 响应 (b) # x 9-0 处 的 力 和 哟 应 
图 12.4.5 有 两 个 简 支 端的 圆 简 形 壳 对 于 径 向 简 谐 力 的 响应 
h/a=0.01, l/a=2, v=0.3,4=0.01 
图 12.4.5 表示 一 个 简 支 的 圆 简 形 壳 ， 在 受 径 向 简 谐 力 Psin(or) 激励 时 ， 以 无 
因 次 形式 |o Ea/P| 表 示 径 向 位 移 分 量 的 响应 对 于 频率 因子 


AL2 =@a((l—v2)o/Ey2 


的 关系 曲线 。 壳 体 尺寸 和 图 12.4.4 rh—Ë, EBli/a=2, h/a=0.01, wv=0.3, 8 
灌 阻 尼 系 数 4=0.01 。 曲 线 表 示 在 激励 点 (图 12.4.5(a) 为 (1/4,0)， 图 12.4.5(b) 为 
(1/2,0)) 处 的 响应 ， 这 两 条 曲线 表明 了 壳 体 响应 的 相对 复杂 性 。 图 MAS a 
RIRH T Ay = opal- v) p ET? 的 数值 (其 中 四。 为 模 态 j/n 的 固有 频率 )， 

些 与 固有 频率 相应 的 因子 和 图 12.4.4 所 表示 的 那些 值 是 完全 相同 的 。 若 激励 在 
x =1/2 处 ,那么 ,因为 sin(jnrx/1)=0, 故 j=2 模 态 没 有 响应 ,因此 ,只 在 图 12.4.5(a) 
中 才 出 现 和 j=2 相 联系 的 共振 。 

对 于 不 是 简 支 的 一 些 边界 条 件 ， 可 以 用 瑞 利 -里 茨 法 近似 地 确定 响应 。 假 设 
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u=) 9U pf u C COSO p(t) (12.4.23) 
j n 

v= > V, f,,(x)sin(n@)T ,, (t) (12.4.24) 
j mn 

w=) > V, f, (x)cos(n0)T , (z) (12.4.25) 
j n 


HPU pA y DWA HERRER Op 的 模 态 J/n BB U/W yW E MU p V, 及 
W,, 则 用 求 加 有 频率 的 瑞 利 -里 茨 法 来 求 得 。 将 式 (12.4.23)~ 式 (12.4.25) 代入 应 变 
能 和 动能 表达 式 (12.4.4) 和 式 (12.4.5) ， 对 x 和 8 求 积 分 ， 并 对 于 每 个 广义 坐标 
厂 ( 户 2=12,3,…) 应 用 拉 格 朗 日 方程 ， 便 可 得 到 下 列 矩 阵 方程 式 : 


M + Kg = p (12.4.26) 


其 中 矢量 g 为 由 各 坐标 厂 ; 构成 的 一 个 列 向 量 。 对 于 每 一 组 函数 f... f, 和 /可 
以 用 适当 的 梁 的 模 态 函 数 , 并 可 以 对 作用 力 用 虚 功 原理 来 求 得 广义 矢量 p 的 元 素 。 


2. 84 


扁 过 可 以 看 作 一 种 小 曲率 的 板 ， 扁 这 上 任 一 点 的 最 小 曲率 半径 都 大 于 沿 充 体 
中 面 所 量 得 的 最 大 长 度 ， 或 者 将 扁 壳 定义 为 一 薄 壁 结构 ， 此 结构 在 其 所 履 盖 的 基 
础 平面 上 有 一 较 小 的 隆起 。 例 如 ， 对 于 有 和 扼 形 地 板 平面 的 结构 ， 其 隆起 高 度 或 壳 
上 任 一 点 到 支撑 沉 体 的 基底 平面 的 最 大 高 度 应 不 大 于 矩形 短 边 的 W5 。 对 于 一 个 有 
圆 基底 的 球 帽 ， 若 隆起 高 度 小 于 基底 直径 的 8， 那么 这 个 充 即 为 书 膏 。 


图 12.4.6 MFE 


图 12.4.6 表示 一 个 在 基底 平面 上 的 投影 为 矩形 ABCD Kite mt MER 
点 由 曲线 坐标 x 和 yy 来 规定 ， 中 面 的 弧 长 为 I. 和 7, 。 若 为 扁 壳 ， 那 么 这 些 弧 长 只 
能 比 基 底 矩形 的 对 应 边 大 一 个 很 小 的 百分数 。 中 面 上 任 - 一 点 处 的 曲率 半径 为 及 . 和 
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R,， 假 设 它们 是 常数 。 中 面 位 移 分 量 u,v,w (u 和 vy 分 别 为 x 和 y 方 向 的 位 移 分 
E, w 为 垂直 于 表面 方向 的 位 移 分 量 ) 是 坐标 x,y 和 时 间 t 的 函数 。 如 同 对 圆 简 形 
过 那样 的 分 析 ， 这 里 将 列 出 应 变 能 和 动能 表达 式 而 并 不 建立 其 平衡 方程 式 。 距 中 
面 z 处 的 应 变 与 中 面 应 变 及 曲率 变化 有 关 ， 并 由 式 (12.4.1) 来 联系 ， 如 考虑 到 双 曲 
率 ， 中 面 应 变 为 


Ou w Ov w av ， Ou 


-2u W, o_o», 4 (12.4.27 
“x Bx R K Gy R, vT ax əy ) 
曲率 和 所 率 的 变化 为 
2 2 2 
Kk Om, kw, kw (12.4.28) 


x ax? , y 3y? , xy 8xpy 


将 应 力 -应变 关 系 式 (12.4.3) 及 式 (12.4.27) 和 式 (12.4.28) 代入 应 变 能 表达 式 
(12.4.2) ， 并 对 z 求 积分 ， 则 应 变 能 力 为 


2 
NN WK a 9p) 9 1, ðu w 
- 远 =Í. =+ R. Oy R, ox R Jy R, 
(>) ov aY m |(2wY fowY 
+ + + + 
2 Ox Oy 12 || 3x? 3y’ 


2 a2 2 N 
| 9 je (12.4.29) 
x° Oy y 


在 推导 动能 表达 式 时 ， 只 考虑 了 位 移 的 横向 分 量 。 这 相当 于 在 相应 的 平衡 方 
程式 中 忽略 了 平面 内 的 惯性 分 量 。 因 此 


r= ¿NNDO Y] a (12.4.30) 


可 以 将 瑞 利 -里 蒋 法 连同 式 (12.4.29) 和 式 (12.4.30) 按照 矩形 板 中 所 给 出 的 方 
法 来 求 固有 频率 。 被 选择 来 近似 zx,v 和 w 的 函数 必须 满足 所 有 的 几何 边界 条 件 。 
梁 的 模 态 函数 对 于 横向 位 移 w 是 适宜 的 。 对 于 平面 内 的 分 量 w 和 vw， 可 在 完全 约 
束 和 和 零 约束 这 两 种 简单 边界 条 件 中 任 选 一 种 ， 因 此 ， 与 杆 的 拉 伸 振动 和 扭转 振动 
的 相应 边界 条 件 所 建立 的 函数 相 类 似 ， 这 里 用 简 谐 函数 也 是 适宜 的 。 

若 扁 壳 的 所 有 四 条 边 都 简 支 ,在 平行 于 Ox 的 两 条 边 上 ，x 和 wm 为 零 ; 在 平行 
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于 Oy 的 两 条 边 上 ，v 和 w AF, R, u, v I w 恰当 的 表达 式 为 


u = U(t)cos sin 72 (12431) 
L L 

v =V (t)sin Z co JEE (12.4.32) 
L, ， 

w=W()sin Pa si (12.4.33) 
x y 


其 中 /和 nn 为 确定 固有 振 型 的 整数 。 将 式 (12.4.33) 代 入 式 (12.4.29) 和 式 (12.4.30) 
求 积 分 ， 对 于 自由 振动 ， 令 户 =-w*F， 由 得 到 的 三 个 方程 式 中 消去 U,V MW , 
WERS j/n 的 固有 频率 w;, 由 下 式 给 出 


o 2 22 2 
p-a + 42) = £. +— (2122 (12.4.34) 
E R. R,) 12(0-v2) 
其 中 
JT nn 
4, =y » 1, =y 
x y 


式 (12.4.31)~ 式 (12.4.33) 满 足 扁 壳 的 平衡 方程 式 和 所 有 边界 条 件 , 因此 , 对 于 
这 种 特定 的 边界 条 件 ， 频 率 方程 式 (12.4.34) 是 扁 过 理论 的 精确 解 。 但 是 ， 对 于 其 
他 边界 条 件 ， 则 不 可 能 得 到 式 (12.4.34) 这 种 形式 的 简单 解 。 

式 (12.4.34) 可 以 用 来 说 明 由 于 小 的 曲率 而 造成 的 一 块 板 基 频 的 明显 增加 。 现 
在 研究 具有 方形 基底 形状 的 扁 球 过 的 基 频 模 态 。 由 于 


R =R =R, L=l =l, j=n=1 


y 


因此， 由 式 (12.4.34) 有 


o 1 R (Y 
一 = 一 + 二 | 一 5 (12.4.35) 
E R NH(G(-v2) I 


着 ze 是 中 面 的 中 心 在 基底 平面 上 的 (最 大 ) 的 隆起 高 度 ， 那 么 ， 当 zw 较 小 ( 即 
< 0.05 ) 时 ， 近 似 有 


l 2 
2Rz - [šJ (12.4.36) 
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将 式 (12.4.36) 代入 式 (12.4.3$) ， 消 除 尺 并 重新 整理 后 可 得 


2 

oh =o D | (12.4.37) 
T h 

其 中 o, 为 边 长 为 7 简 支 方形 平板 的 弯曲 时 的 基 频 ， 它 可 由 式 (12.4.35) PE R — o 

” 求 得 。 

对 于 少数 几 个 zyh 值 和 v=0.3 的 情况 。 表 12.4.1 给 出 了 o/o 的 值 ， 式 
(12.4.36) 的 原 有 假设 ( 即 左边 删除 -z: 项 ， 右 边 用 弧 长 而 不 用 弦 长 ) 使 得 表 12.4.1 
的 频率 比值 中 ， 对 于 z,/1< 0.05 引起 一 个 小 于 或 等 于 1.2% 的 微小 误差 。 表 中 也 包 
括 了 为 满足 z,/1< 0.05 所 需要 的 1/h 和 类 似 平板 的 w? 值 在 j/n 模 态 时 相差 E/ pR? 。 
因此 ， 对 于 较 高 的 一 些 模 态 来 说 ， 遍 过 的 oj 和 相应 平板 的 wm 之 比 小 于 表 12.4.1 
中 对 特定 的 zx/ 产值 所 给 出 的 结果 。 


表 12.4.1 隆起 高 度 与 厚度 之 比 对 于 有 正方 形 基 底 和 边缘 简 支 的 扁 球 壳 的 基 谐 调频 率 的 影响 


(v=0.3) 
z. fh 0.5 1 2 3 
01/0 1.203 1.671 2.859 6.771 
zj/ 的 极 小 值 10 20 40 100 


若 将 扁 壳 理论 用 到 圆柱 形 曲 板 格 (R. 一 oo K R. =a) ,并 将 式 (12.4.34) 得 出 的 
频率 和 根据 薄 壳 理论 所 得 的 数值 相 比较 ， 对 于 几何 上 扁 的 板 格 ， 两 者 有 合理 的 一 
致 性 。 只 有 当 隆 起 高 度 和 短 边 边 长 之 比 非 常 小 时 ， 才 应 该 用 矩形 基底 的 边 长 来 代 
蔡 式 (12.4.34) 中 的 1 和 7 这 个 附加 的 假设 和 简化 。 


3. 壳 体 振动 的 有 限 元 法 


解 学 体 问 题 的 一 种 方法 是 采用 三 角形 或 四 边 形 的 平板 单元 体 理想 化 模型 ， 这 
一 模型 可 以 用 一 个 弯曲 单元 体 和 一 个 平面 内 单元 体 的 任何 适当 组 合 来 得 到 。 因此， 
在 壳 中 允许 弯曲 应 力 和 膜 应 力 同 时 存在 。 假 如 用 很 大 数目 的 单元 体 ， 可 使 理想 化 
模型 的 人 为 几何 不 连续 性 有 所 减低 ， 那 么 ， 就 可 以 得 到 较 精 确 的 固有 频率 。 

现在 已 经 发 展 了 一 些 单 曲 或 双 曲 的 、 基 底 形 状 为 三 角形 或 矩形 的 单元 体 ， 其 
中 有 一 些 以 扁 壳 理论 为 基础 ， 另 一 些 则 以 一 般 壳 体 理论 为 基础 。 在 发 展 一 般 的 双 
曲 形 党 单元 体 方面 已 经 作 了 相当 的 研究 ， 这 种 单元 体能 够 以 合理 的 精度 和 经 济 的 
计算 来 预计 由 壳 、 板 和 梁 所 组 成 的 复杂 结构 的 动力 学 特性 。 | 

在 许多 问题 中 ， 壳 体 的 几何 形状 对 于 某 一 根 轴 是 对 称 的 ， 如 冷却 塔 、 烟 简 、 
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压力 容器 等 。 对 于 这 些 旋转 型 过， 可 以 用 比较 简单 的 概念 和 单元 体 ， 只 是 应 该 注 
Ë, 因为 要 用 级 数 分 析 来 处 理 非 对 称 的 载荷 和 振动 ， 因 此 ， 壳 体 的 几何 形状 必须 
是 轴 对 称 的 。 若 2 是 环 向 的 角 坐 标 ， 位 移 分 量 、 应 力 和 作用 力 可 以 展开 为 这 个 坐 
标的 傅 里 时 级 数 。 例 如 ， 位 移 的 法 向 分 量 w 以 及 单元 面积 上 治 法 线 方向 的 作用 力 
可 分 别 写 为 

w = > [w, cos(n0) + w, sin(n0)] (12.4.38) 


及 
p =F Lp, cos(n0) + p, sin(n0)] (12.4.39) 


HP, ww, p, 和 p’ 均 为 子午 线 坐 标 和 时 间 的 函数 。 对 规定 的 激励 p, A p, RKI 
响应 w 和 Www ， 并 对 7 求 和 而 求 得 总 响应 ， 也 就 是 对 各 个 2 值 的 计算 是 “ 非 耦 合 ” 
的 。 

图 12.4.7 表示 一 个 轴 对 称 单元 体 的 子午 线 ， 完 整 的 单元 体 是 将 ABC RAF x 
轴 旋 转 而 得 。 这 类 单元 体 中 最 简单 的 就 是 圆锥 形 单 元 体 ， 这 是 当 4BC 为 直线 时 所 
产生 的 。 一 般 ABC 是 曲线 ， 且 子午线 的 曲率 半径 x = PB 在 单元 体 的 整个 长 度 上 
是 可 以 变化 的 。 因 此 ， 这 样 的 单元 体能 够 用 来 表示 实际 壳 体 的 精确 几何 形状 。 或 
者 , 对 于 某 个 特定 的 单元 体 , 可 以 把 产 当 作 常 数 而 给 出 此 壳 体 的 近似 表达 式 。 大 zx 
和 是 子午 线 方向 和 法 线 方向 的 位 移 分 量 ( 图 12.4.7) ，v 是 切 向 分 量 ， 以 指向 纸 
里 面 为 正 ， 则 


A 


F--- 


图 12.4.7 轴 对 称 单元 体 
u = > u, cos(n0) (12.4.40) 


v = > v, sin(ng) (12.4.41) 
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w= > w, cos(ng) (12.4.42) 


此 处 v 和 6 的 正 向 是 一 致 的 。 如 果 必 要 ， 可 以 将 式 (12.4.40)~ 式 (12.4.42) 加 以 
扩展 ， 而 将 诸如 ww sin(zg) 等 一 些 分 量 包 含 在 内 。 随 后 的 分 析 只 考虑 单元 的 简 谐 分 
Ër, EM u, cos(n8), v, sin(n0) 和 wcos(n6)， 并 应 记 住 ， 对 于 自由 振动 问题 来 说 ， 
简 谐 分 量 是 无 耦合 的 。 而 对 于 响应 问题 来 说 ， 作 用 力 必 须 由 式 (12.4.39) 借 它 们 的 
傅 里 叶 分 量 来 表示 。 位 移 假设 是 : 


u, Cos(n0) g cos(n0) 0 0 
&=| v,sin(n0) |= 0 gsin(n0) 0 a (12.4.43) 
w, Cos(n0) 0 0 g` cos(n0) 


对 于 图 124.7 所 示 的 单元 体 ， 仅 在 4 和 C 处 有 结 点 ， 其 中 g=[1,s] 及 
gt =[1,s, 2, 2] ， 而 对 于 有 一 个 边 中 央 结 点 的 单元 体 ，g=[1,s,s] 及 
g` =[1,s,s* ,5 ,34,55]。 应 该 注意 到 分 别 用 于 梁 拉 促 和 梁 弯 曲 的 表达 式 g 和 gg 的 类 
似 性 。 矢 量 a 用 结 点 变量 矢量 u 来 求 得 ， 后 者 规定 为 结 点 处 的 妈 ,,v, A w, 的 值 和 
转角 的 值 : 


OW _ Un 


fa = Os r 


S 


对 整个 厚度 积分 后 ， 动 能 式 为 


1 pip?n T . 
r= [Í ù" phirdOds (12.4.44) 
070 


利用 式 (12.4.43) 并 作 类 似 的 处 理 , WT, 可 用 关于 s 的 积分 和 矢量 wu 来 表达 。 最 后 ， 
为 了 保证 相 邻 壳 单 元 体 之 间 的 适当 连续 条 件 以 及 能 把 这 种 单元 体 和 其 他 类 型 (用 
第 卡 儿 坐 标 规定 结 点 位 移 ) 的 单元 体 连接 起 来 ， 要 将 矢量 ue 几何 地 变换 到 5,， 后 
者 由 各 个 结 点 轴 向 的 、 切 向 的 、 径 向 的 位 移 和 转角 排 成 列 向 量 而 得 到 (也 就 是 在 图 
12.4.7 中 ， 由 s 和 x 方向 转换 到 x 和 + 方向 ) 。 对 于 结 点 7 有 
sing, 0 -cos¢, 0 
0 1 0 0 
0 
1 


s 
3 


ôl; = 
[8]; cosg, 0 sing, 


0 0 0 


其 中 为 图 12.4.7 中 所 规定 的 结 点 7 处 的 < (8. 


PŽ = 


.402， 第 12 章 二 维 连续 系统 的 动力 学 建 模 与 分 析 


从 一 些 检验 的 结果 来 看 ， 回 转 壳 有 适当 精度 的 固有 频率 可 以 用 该 族 中 最 简单 
的 单元 体 ， 即 只 在 两 端 部 有 结 点 环 的 单元 体 来 求 得 。 但 是 ， 在 确定 动 应 力 时 需要 
用 有 一 个 或 多 个 中 闻 结 点 环 的 那些 高 阶 单元 体 ， 当 应 力 沿 轴 向 坐标 变化 很 迅速 时 
尤其 如 此 。 

在 对 结构 组 装 成 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 后 ， 用 拉 格 朗 日 方程 建立 矩阵 方程 式 ， 
并 按 适 当 方 法 求解 此 方程 ， 那 么 ， 就 可 以 得 到 壳 体 对 于 规定 激励 的 响应 。 这 时 对 
于 单 傅 里 时 激励 分 量 的 响应 ， 例 如 ， 对 于 单位 面积 上 洛 法 线 方 向 的 作用 力 
p, (s, cos(n0) 的 响应 ,在 一 般 作 用 力 下 ， 必 须 重 复 计算 对 响应 的 重大 贡献 的 个 
值 ， 而 总 的 响应 则 用 适当 的 求 和 来 求 得 。 


思考 题 与 习题 


12-1 应 用 有 限 元 方法 计算 长 为 a,， 宽 为 5 的 注 膜 基 频 ， 如 图 E12.1， 且 薄膜 厚度 沿 长 度 方 向 按 
t= (ga)x 规律 变化 , 沿 宽度 方向 厚度 不 变 。 如 果 换 成 半径 为 r, 厚度 沿 径 向 按 t= (glr)x( 原 
点 与 圆心 重合 ) 规 律 变 化 的 圆 膜 结果 又 将 如 何 ? 


图 E12.1 


12-2 求解 四 边 简 支 矩形 板 的 自由 振动 。 

12-3 ”假设 长 宽 分 别 为 a, 2 的 四 边 简 支 矩形 板 在 中 央 点 (a/2,b/2) 受到 常 力 的 作用 而 发 生 静 变 
” 形 ， 试 确定 F. 突然 去 掉 时 薄板 的 自由 振动 。 

12-4 ”如果 长 宽 分 别 为 a,5 的 算 形 板 受 均匀 分 布 力 p(xyy,?) =pocos(wo?) 的 作用 ， 其 中 Po 为 常数 ， 
激励 频率 o 不 与 板 的 固有 频率 重合 ， 试 求 薄板 的 稳 态 振动 。 

12-5 ”已 知 矩形 薄板 厚 h, 材料 密度 为 p， 弹 性 模 量 为 ， 泊 松 比 为 y， 长 度 为 a 的 两 边 固定 ， 
KEA b 的 两 边 简 支 。 试 求 薄 板 的 固有 频率 方程 ， 并 求 a=b 时 的 基 频 ，。 

12-6 用 瑞 利 一 里 茨 法 计算 周边 固定 ， 半 径 为 a 的 实心 圆 板 的 基 频 。 

12-7 求 长 为 工 的 均 质 等 截面 轴 扭 振 的 固有 频率 和 振 型 ， 其 中 轴 的 线 密度 为 p4， 截面 的 极 惯性 
和 托 为 ,/， 且 轴 为 一 端 固定 ， 一 端 自由 。 
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12-8 ”图 E12.2 为 一 根 长 为 2L, 外 径 为 a 的 阶梯 圆 简 形 壳 , 设 其 两 端 边 界 为 简 支 , 试 求 其 基 频 ? 


图 E12.2 
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13.1 概 述 


盛 液 容 器 的 振动 将 引起 液体 的 晃动 ， 液 体 的 晃动 又 会 影响 容器 的 振动 特性 ， 
二 者 互相 影响 ， 在 耦合 作用 下 表现 出 一 个 含 液 体 的 容器 结构 的 动态 品质 。 运 载 火 
季 的 盛 液 储 箱 是 壳 体 结构 ， 液 体 燃 料 在 其 内 部 昂 动 。 这 一 章 将 以 运载 火 入 为 研究 
对 象 ， 讨 论 这 种 特殊 的 容器 结构 与 液体 燃料 的 固 液 耦 合 振动 问题 ， 包 括 本 征 值 问 
题 与 动力 相应 问题 。 在 研究 圆柱 壳 及 扁 球 壳 的 轴 向 振动 固有 特性 的 基础 上 ， 研 究 
盛 液 储 箱 固 液 耦合 下 的 纵向 振动 问题 ， 建 立 箭 体 横向 振动 与 液体 晃动 计算 模型 ， 
并 给 出 近似 计算 方法 。 本 章 中 建立 的 模型 和 提出 的 方法 也 适合 分 析 卫 星 的 液 固 厢 
合 动力 学 问题 。 


13.2 ”液体 储 箱 壳 体 的 回 有 特性 


1. 封闭 圆 简 壳 体 固 有 频率 的 计算 
封闭 圆 简 壳 体 的 轴 对 称 自然 振动 方程 有 如 下 形式 : 


ow 1-2 l-u? Ow 
na ks (13.2.1) 
或 
2 
= mo (13.2.2) 
该 方程 与 弹性 支承 梁 的 振动 方程 类 似 。 这 体 沿 环 向 的 拉 伸 刚度 与 弹性 支承 梁 的 刚 
度 相 似 。 


在 轴 对 称 振 动情 况 下 ， 壳 体 任 意 横 截 面 都 保持 圆 形 。 那 么 ， 简 支 圆 简 壳 体 轴 
对 称 振动 的 自然 频率 可 用 下 述 公 式 表 示 : 


4 4 2 
> [nz 1- ,⁄ | D 
o; = +12—— .— (13.2.3 

| 1 e ) 
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其 中 括号 里 的 两 项 分 别 为 ; 第 一 项 表征 母线 的 弯曲 势能 ， 第 二 项 是 壳 体 沿 环 向 的 
拉 伸 势能 。 对 于 长 壳 体 的 低 阶 振动 ， 弯 曲 能 的 影响 一 般 是 较 小 的 ， 因 此 ， 边 界 条 
件 对 振动 频率 的 影响 很 小 。 例 如 ， 当 n=1 和 1=20VRh P, 2864248860 
2%。 

内 压力 和 轴 向 力 对 轴 对 称 振 动 频率 的 影响 是 比较 简单 的 。 在 这 种 情况 下 ， 可 
化 为 求解 弹性 支承 梁 的 横向 振动 ， 并 认为 轴 向 力 是 作用 在 粱 上 ， 而 内 压力 是 作用 
在 弹性 支 座 上 。 对 于 长 壳 体 ， 边 界 条 件 对 第 1 阶 频率 的 影响 是 很 小 的 ， 因 此 ， 弹 
性 支 座 的 位 移 不 影响 自然 频率 。 轴 向 拉力 会 增加 充 体 的 自然 频率 ， 而 压缩 力 则 与 
此 相反 。 

确定 壳 体 非 对 称 振动 的 自然 频率 是 一 个 非常 复杂 的 问题 , 因为 在 这 种 情况 下 ， 
将 出 现 环 向 波 ， 而 且 受 内 (外) 压力 的 影响 也 很 大 。 当 内 压力 减 小 时 ， 促 使 壳 体 保 
持 为 圆 形 的 力 即 随 之 减 小 。 在 有 内 压力 存在 的 情况 下 ， 自 然 频率 将 随 振动 的 非 对 
称 性 而 增加 。 如 果 没 有 内 压力 ， 第 1 阶 频率 所 对 应 的 环 向 波 不 是 两 个 , 而 是 三 个 、 
四 个 、 五 个 甚至 更 多 。 在 有 外 压力 存在 的 情况 下 ， 非 对 称 振动 的 自然 频率 会 降低 。 
如 果 外 压力 等 于 临界 压力 ， 第 1 阶 自然 频率 即 等 于 零 。 


2. 己 球 壳 体 轴 对 称 固有 振动 的 计算 


这 种 振动 的 方程 形式 是 
Eh ?7 , 0 i 
Vyy-+ P wi oh DEC +C np) (13.2.4) 


其 中 ，R,h,p 分 别 为 这 体 的 曲率 半径 、 厚 度 和 材料 的 密度 ，ro 为 边界 半径 ( 壳 体 周 
” 边 的 半径 ) r 为 壳 体 上 任 一 点 至 对 称 轴 的 距离 ，p = 一 。 
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假设 振动 的 固有 振 型 之 一 是 w(p) ， 则 从 方程 式 (13.2.4) 得 


4 
V4w — kaw, =42 (C; +C np) (13.2.5) 
其 中 
4 2 
N 1 
kí im a d] (13.2.6) 


对 于 周边 固 支 的 壳 体 ， 边 界 条 件 是 
p=1, w=0, w',=0, ea =0 (13.2.7) 
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其 中 ，s 为 环 向 应 变 。 
这 里 只 给 出 了 在 条 件 式 (13.2.7) 下 ， 方 程式 (13.2.5) 的 解 的 结果 。 固 有 频率 可 
千 助 于 确定 特征 值 厂 的 下 述 特征 方程 得 到 


RK ki 
MENEAME e 
Tg- 


i tn) 0 


(13.2.8) 


KE Joh 2302938 1 类 贝 塞 尔 函数 ，Jo, 分 别 为 修正 的 第 1 类 贝 塞 尔 函 数 。 
对 于 比值 为 艺 < 汪 和 她 < 二 的 小 扁 度 注 达 体 ,在 第 1 阶 振动 的 情况 下 ， 方 
n 30 2 10 
程 (13.2.8) 中 的 分 量 为 
Rh k’ 
12r (1- °) 


与 1 相 比 是 可 以 忽略 的 。 因 此 ， 该 方程 可 简化 为 


EO) tI) + EA -0 (13.2.9) 
从 式 (13.2.6) 可 得 计算 固有 频率 的 下 述 公子 
4 2 
Po Rš tz d- LO 


方程 式 (13.2.8) 具有 一 个 零 根 ， 即 操 =0 ， 这 相当 于 振 型 没有 节点 。 球 形 壳 体 
的 曲率 半径 将 随 所 有 点 的 振动 同时 增加 或 同时 减 小 ， 与 这 个 根 相应 的 频率 是 
2 E 


Po 


计算 结果 表明 ， 如 果 二 > 二， 则 第 2 阶 固有 频率 的 误差 与 式 (13.2.8) 和 
0 


式 《13.2.10) 比较 不 超过 1%; 当 扁 度 很 大 时 ， 误 差 也 会 增加 ， 甚 至 达到 20%. 
现 以 数值 例子 来 说 明 式 (13.2.10) 括号 中 第 二 项 的 影响 。 假 设 R=2m , 
h=3x102m, m =1m, g=03, MAJER (13.2.8) 算得 的 第 一 个 非 零 根 是 
石 =$.9， 与 这 个 根 相 应 的 固有 振 型 在 支承 处 有 一 个 节 线 圆 ， 亦 即 周 边 固 支 的 壳 体 


13.3” 盛 液 储 箱 固 液 看 合 下 的 纵向 振动 ”. 407: 


的 振动 是 第 1 阶 振动 。 由 此 得 
1 k _1 (5.9) x9x10° 
R? 1220-2) 4 12x1x(1—0.09) 


在 这 种 情况 下 ， 考 虑 边界 效应 的 第 二 项 比 第 一 项 小 250 倍 。 
从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 确 定 火 第 储 箱 这 类 薄 壁 壳 体 的 第 1 阶 固 有 频率 可 以 忽 
略 边界 效应 ， 因 而 可 以 认为 这 种 壳 体 是 无 力 抑 帝 体 。 


13.3 ”成 液 储 箱 固 液 厢 合 下 的 纵 癌 振动 


1. 盛 液 储 箱 轴 对 称 振 动 时 第 1 阶 固 有 频率 的 计算 


1) 假设 前 提 

求 盛 液 储 箱 固有 振 型 和 频率 的 精确 解 是 很 复杂 的 。 现 在 近似 确定 下 述 情况 的 
第 1 阶 固有 频率 。 

现 作 如 下 假设 : 

(1) 储 箱 壁 和 底 是 对 称 的 等 厚度 的 无 力矩 薄 壁 壳 体 ; 

(2) 储 箱 盛 满 了 理想 的 不 可 压缩 液体 ; 

(3) 液体 径 向 运动 的 动能 小 于 沿 圆 简 轴 向 运动 的 动能 ; 

(4) 液体 质点 沿 纵 轴 方向 的 速度 与 半径 无 关 ; 

(5) 自由 液 面 的 波动 可 以 忽略 ; 

(6) 箱 壁 的 动能 小 于 液体 的 动能 ; 

H. 


T 储 箱 是 加 简况 体 ， 储 箱底 早 球 形 ， 底 高 与 直径 之 比 很 小 ，-= <02. 


N 

储 箱 的 外 形 、 特 征 尺 寸 和 连接 方法 如 图 13.3.1(a) 所 示 。 由 于 有 液体 静 压 力 的 
作用 ， 在 储 箱 壁 和 底 上 都 会 出 现 径 向 静 位 移 。 

2) 用 现 利 法 计算 第 1 阶 自由 频率 

(1) 现 来 计算 储 箱 壁 和 箱底 由 于 液体 静 压 力作 用 引起 的 变形 势能 。 储 箱 壁 的 
比 势 能 是 


U, =Z, £= yxk 
E 2 Eh 


其 中 ，y 为 液体 的 比重 。 
储 箱 壁 的 总 势能 是 
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(a) 


(c) (d) 
图 13.3.1 盛 液 储 箱 纵向 振动 模型 


_ ii _ 7y R (H - H.) 
v= fhfuav 2888 Uds wa. (13.3.1) 


由 于 球 底 高 度 较 小 ， 为 了 简便 起 见 


， 假 设 球 底 任 一 点 的 液体 静 压 力 与 底 顶 点 
的 压力 相等 ， 则 比 势能 是 : 
_ Ee _7HR _ N _ O, 
Us = =E, Ü u)= p (13.3.2) 


£ w (13.3.3) 
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(2) 下 面 计算 支撑 环 的 势能 。 液 柱 的 重 景 由 底 周边 的 径 向 力 TT 平衡， 即 
TRY = 2nRT sin Oo (13.3.4) 
支撑 环 上 的 力 - 所 引 起 的 径 向 载荷 是 


RH'y 


= = 13.3.5 
q, = T, cos @, 2sin@, cos@, ( ) 
支撑 环 横 截面 上 的 压力 是 
S=4gR (13.3.6) 
支撑 环 的 势能 是 
,= 5 27 -RA cos 多 - sA (13.3.7) 
2 EFx 4EF, sin” @, 
系统 的 等 效 刚度 在 数值 上 等 于 势能 的 两 倍 ， 故 
km =2(U1 +U, + Us) (13.3.8) 


(3) 计算 液体 等 效 质 量 。 为 了 简便 起 见 ， 假 设 液 柱 是 由 若干 层 薄 圆 盘 构成 ， 
球 底 内 的 液体 与 液 柱 连接 处 的 半径 为 Ri， 底 内 液体 的 等 效 高 度 是 


了 1 Hh 2 
H=- Í (2R,x- 2)dx (13.3.9) 
RÈ Jo 


因此 ， 液 柱 的 总 高 度 是 
H*=H-H+H! (13.3.10) 


任 一 层 沿 纵 轴 方向 的 位 移 可 由 两 部 分 表示 : O 液 柱 连同 底 一 起 的 位 移 w; 
@ 由 于 直径 增加 使 各 层 厚度 减 小 而 引起 的 位 移 。 

由 液体 静 压力 引起 储 箱 壁 径 向 位 移 和 各 层 厚 度 减 小 是 与 坐标 z 成 正比 的 ， 因 
此 , 液体 各 层 的 第 二 部 分 位 移 与 可 压缩 液 柱 在 重力 作用 下 的 位 移 相 同 。 换 句 话说 ， 
可 以 用 径 向 绝对 刚性 的 储 箱 壁 和 可 压缩 的 液 柱 (弹性 模 量 已 知 ) 代替 挠 性 储 箱 壁 和 
不 可 压缩 的 液体 。 由 此 可 以 确定 : 液 层 高 度 由 于 压力 yx 使 储 箱 壁 膨胀 所 引起 的 减 
小 应 当 等 于 同一 层 由 于 液 柱 的 可 压缩 性 而 引起 的 高 度 减 小 。 

储 箱 壁 的 径 向 位 移 是 
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2 
wm = (13.3.11) 
Fh 
液 层 高 度 的 减 小 (初始 高 度 取 为 1) 是 
A= 27AN R (13.3.12) 
nR Eh 
由 于 液 层 的 可 压缩 性 有 
2 
as n. yz (13.3.13) 
E, R Er 
因此 ， 得 
Ey, -EA (13.3.14) 
P 28 l 


其 中 ,五 为 储 箱 壁 材料 的 弹性 模 量 。 
图 13.3.1(c) 示 出 了 计算 液 层 位 移 的 盛 液 储 箱 的 计算 模型 ( 底 的 弹性 由 弹 签 模 
拟 ); 图 13.3.1(d) 是 这 种 位 移 p(x) WAE, BH 


2 
p(x) = w nfi- (13.3.15) 
H 
其 中 
yHR? yH? yH”>R 
w = (4), u= = ! (13.3.16) 
2Eh, 2E» Eh 


液体 的 等 效 质量 由 下 述 公 式 计算 


H* R? 27" 
m; =f TAY g(x) dx a. RH y w +u + Š 2 (13.3.17) 
° g g 3 15 
固有 频率 为 
k 


o? = (13.3.18) 
my, 


如 果 储 箱 是 悬挂 在 上 承 力 框 上 ， 那 么 ， 在 液体 静 压 力作 用 下 ， 储 箱 壁 即 处 于 
双向 应 变 状态 , 因此， 由 于 储 箱 壁 的 偶 长 将 会 引起 液 层 产 生 附 加 位 移 。 在 确定 jim 
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和 mm 时 ， 这 种 附加 位 移 是 需要 加 以 考虑 的 。 
3) 用 瑞 利 -格拉 梅 尔 法 计算 第 1 阶 固有 频率 
在 流体 力学 中 ， 所 谓 速 度 势 函数 (x, y, z.) 是 很 重要 的 ， 如 果 已 知 速度 势 ， 
则 液体 的 运动 过 程 和 液 柱 任 意 点 的 压力 都 可 以 知道 。 速 度 势 是 根据 边界 条 件 和 初 
始 条 件 由 拉 普 拉 斯 方程 确定 的 。 
为 了 得 到 问题 的 近似 解 ， 速 度 势 可 表示 为 
ap 


© = Axcosløt), v, = (13.3.19) 
x 


其 中 ，4 为 任意 常数 。 
该 方程 能 满足 连续 方程 和 自由 液 面 (p,_o =0 ) 的 动力 边界 条 件 。 液 体 的 动 压 
力 p 由 下 述 公式 确定 : 


p=- 2P (=Z) (13.3.20) 


现 来 计算 储 箱底 在 非 均匀 压力 下 的 势能 。 径 向 拉力 全 可 由 所 有 的 力 在 Ox 轴 
上 的 投影 和 求 得 (图 13.3.1(b))， 即 


T= — f prdr (13.3.21) 


n sin 6 


为 了 确定 环 向 力 ， 可 运用 拉 普 拉 斯 公式 。 代 入 式 (13.3.19) ， 由 式 (13.3.20) 
算出 p 后 ,得 


R 
T =T, = Aoxsin(ot) (H-H <x<H) (13.3.22) 


考虑 到 双向 应 变 状态 后 ， 底 的 势能 是 


6, 
U, = ze = |, (T? +T? — 21 .T,)sin0d0 (13.3.23) 


_ TPA oR (l-i) 


BR 
Ep 区 —cos@,) + 0 —cos26,) 


R? (13.3.24) 
+ 一 cos 6) sin? onl (B=H-R,) 
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储 箱 壁 的 变形 势能 由 式 (13.3.1) 确定 ， 著 假设 压力 为 zz= 己 ， 则 


np Ra R (H -HY 


sin? (wt) (13.3.25) 
3Eh 


U = 


现 确定 支撑 环 的 变形 势能 。 由 底 壁 对 支撑 环 的 作用 所 引起 的 分 布 载荷 在 支撑 
环 的 平面 内 表示 为 
qg = T. cos6@, (13.3.26) 


由 这 种 载荷 在 支撑 环 截 面 上 引起 的 力 是 


S=qkR, (13.3.27) 

支撑 环 的 变形 势能 是 
,= 所 _ see RR 人 H )° cos? 6, (13 3.28) 
U =U, +U, +U, = @? (Uf +U} +U3) (13.3.29) 


为 了 计算 动能 ， 将 整个 液体 分 为 两 部 分 : 圆 简 段 部 分 和 球 底部 分 。 因 此 


r-en j" 09) axtrf (2R,x -x aze 2) a 
经 计算 ， 得 


r= A ceo RB - H) + RH) -im (13.3.30) 


REER U ma =7,。， 得 第 1 阶 自然 频率 为 
2o pm (13.3.31) 
(U, +U; + Us max 
2. 盛 液 储 箱 轴 对 称 强迫 振动 的 计算 
假设 支撑 环 与 储 箱底 和 弹 体 连 在 一 起 ， 储 箱 沿 轴 向 的 强迫 振动 规律 是 


u(t) = u sin( pt) (13.3.32) 
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现 需要 讨论 液体 的 强迫 振动 和 确定 储 箱底 上 流体 的 动 压力 ， 这 里 只 考虑 第 1 
阶 振动 。 

为 了 求解 ， 可 运用 如 图 13.3.1 (c) 所 示 的 模型 。 假 设 液体 相对 于 支撑 环 的 振 
型 与 静 位 移 式 (13.3.1$) 相同 ， 则 


2 
voirai); a=- (13.3.33) 
任意 液 层 的 总 势能 由 下 述 形式 表示 : 
MEDET OEO O (13.3.34) 
液 柱 的 动能 是 
m" 
r= Yf (+a) dx (13.3.35) 


建立 势能 表达 式 后 ， 运 用 拉 格 朗 日 方程 ， 即 得 到 广义 坐标 gO 表示 的 下 述 强 
人 迫 振 动 方程 : 


ä+@°q = —bii(t) 


本 
fi yodz (13.3.36) 
p= 
H 
| wax 
0 
该 方程 的 特 解 是 
2 
q = buoP sin( pt) (ozp) (13.3.37) 
2 _ 


因此 ， 按 照 表 达 式 (13.3.34) 和 式 (13.3.37) ， 任 意 液 层 在 固定 坐标 系 中 的 强迫 
振动 规律 是 


bp’ . 
u(x,t) = u| 1+y > |sin(pt) (13.3.38) 
@ -p 


振动 期 间 ， 液 柱 模 截面 上 的 轴 向 力 等 于 该 截面 以 上 所 有 液 层 惯性 力 之 和 ， 即 


N. 


x 


Roy fx 
= pG, Ddx (13.3.39) 
g 0 
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力 的 振幅 是 


2 ax 2 
N, = Ph te] fev bp re (13.3.40) 
g l wp 


nR?yx bp’ x? 
N, = p'u 人 l+a 1-7 (13.3.41) 
假设 x= "， 便 得 到 作用 于 底 上 的 动 载 位 ， 即 
27r7* 2 
NJ, -pa Era e ia) (13.3.42) 
g o -p 3 


将 力 NV; 除 以 面积 xR? ， 即 得 到 振动 期 间 液 体 在 x 截面 上 的 附加 压力 。 
13.4 考虑 固 液 耦合 时 箭 体 的 纵 问 振动 


1. 火箭 体 纵向 固有 振 型 与 频率 


为 了 计算 火箭 体 纵 向 固有 振动 的 振 型 和 频率 ， 可 假设 弹 体 是 一 根 非 均匀 的 直 
杆 。 为 了 考虑 液体 推进 剂 相 对 储 箱 下 底 和 发 动机 质量 相对 发 动机 机 架 对 接 面 的 纵 
向 振动 ， 可 将 这 些 质量 通过 弹 繁 对 称 地 悬挂 在 杆 上 (图 13.4.1) ， 这 是 一 个 具有 一 
个 自由 度 的 等 效 系 统 。 在 所 示 的 每 个 截面 上 ， 可 能 有 几 个 这 样 的 质量 蕊 挂 着 。 等 
效 系统 是 相应 连续 系统 振动 的 力学 模型 。 例 如 ， 储 箱 内 液体 的 等 效 系统 与 连续 系 
统 的 固有 频率 是 相同 的 。 在 悬挂 液体 的 截面 上 ， 所 有 悬挂 质量 的 和 等 于 储 箱 内 液 
体 的 质量 ， 而 所 有 悬挂 质量 与 非 均 匀 杆 的 质量 之 和 即 等 于 火箭 质量 。 问 题 是 在 一 
段 碗 体内 悬挂 多 少 质量 才能 使 等 效 系统 与 弹 体 的 回 有 频率 相等 。 

如 果 对 盛 液 储 箱 要 求 考虑 几 阶 而 不 是 第 1 阶 振动 ， 那 么 ， 为 了 确定 悬挂 质量 
的 值 和 它 的 固有 频率 ， 就 需要 预先 求解 弹性 容器 内 液体 的 振动 问题 。 

正如 盛 液 储 箱 ， 还 应 当 确 定 发 动机 质量 相对 火箭 体 纵 轴 方 向 的 固有 频率 。 假 
设 发 动机 是 绝对 刚体 ， 发 动机 的 葵 挂 件 没有 质量 ， 可 粗略 估算 第 1 阶 频率 。 在 计 
算 静 挠 度 时 ， 需 要 考虑 悬挂 支点 的 挠 性。 第 1 阶 频率 较 好 的 近似 值 可 以 用 瑞 利 法 
得 到 。 计 算 值 与 巧 挂件 的 结构 有 关 。 如 果 发 动机 是 悬挂 在 弹 体 的 横梁 上 ， 仅 考虑 
发 动机 质量 的 第 1 阶 振动 ， 那 么 等 效 质量 即 取 发 动机 质量 。 
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图 13.4.1 第 体 纵向 振动 模型 


2. 用 逐次 近似 法 计算 火箭 体 固 有 振 型 和 频率 
这 里 ， 仅 考虑 弹性 悬挂 质量 与 非 均匀 杆 连接 有 关 的 附加 特点 。 假 设 只 考虑 储 
箱 和 发 动机 的 第 1 阶 振动 。 因 此 ， 在 图 13.4.1 模型 中 只 有 mam ( 储 箱 A MB 内 
液体 的 质量 )、mc (发 动机 质量 ) 、mwa,awp,ac (由 一 次 近似 计算 确定 的 固有 频率 ) 。 
与 前 面 的 区 别 是 ， 在 计算 截面 x= x, , x = xs 和 x=xc 的 轴 向 力 时 ， 需 要 加 上 
质量 mA ,ma 和 mc 的 集中 惯性 力 ， 故 应 变 为 


N, = f mfdx+ DN, (13.4.1) 
0 (D) 
RP, m 为 不 计 储 箱 内 液体 质量 和 发 动机 质量 的 火 第 体 单位 长 度 的 质量 。 
如 有 果 x<xj (j=A,B,C) 时 ，WNi; =0， 则 计算 集中 力 NA 和 Nis 的 公式 可 由 
式 (13.3.42) 得 到 。 例 如， 用 /表示 x=x; 时 的 固有 振 型 值 ， 假 设 p=w,， 得 


bo, 2 
Nu =m Sylt) 万 = 一 _ 2 (13.4.2) 


J 
o; 3 
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其 中 ， 万 G+B) 为 质量 mm 的 固有 振 型 值 ，ow, 为 箭 体 的 固有 频率 ， 包 和 wy 为 系 


数 ， 由 式 (13.3.16) 、 式 (13.3.33) 和 式 (13.3.36) 确定 。 
在 只 计算 盛 液 储 箱 的 第 1 阶 振动 时 ， 有 


2 * 
_ RH y; 
m, =—— 


(j=A,B) 


(13.4.3) 


TERM ERRE) 的 位 移 差 f 实质 上 取决 于 第 体 纵向 固有 振动 频率 与 盛 液 储 箱 
振动 频率 之 比 。 这 些 频率 越 接 近 ， 储 箱底 和 壁 上 的 动 载荷 就 越 大 ， 因 而 上 述 位 移 


差 也 越 大 。 
车 用 fic 表示 发 动机 机 架 对 接 面 的 自然 振 型 值 ， 则 有 


2 
On 


Ne =mcfrc(l+pbe), 大 = 一 一 
Oc 7O, 


由 于 存在 集中 质量 ， 则 
mmjar+r 了 mrBD)=0 
Q) 


记 


f, =—@? [w (x) + D] 
fyll+pB,)=~-@[y + 8,)+ D] 


将 访 和 广 的 值 代入 关系 式 (13.4.3) ， 得 
p=-1 fir Codz+y mi, 0+2 
_ m 0 W 人 RA ;) 


其 中 


i 
m= | m,dx+ m, (j=A,B,C) 
0 - 
G) 


(13.4.4) 


(13.4.5) 


(13.4.6) 


(13.4.7) 


(13.4.8) 
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为 了 计算 系数 8) ， 在 每 一 次 近似 计算 之 后 ， 还 需要 确定 固有 频率 ， 即 


m k, 
o? = — 3 k =— 
k; 4 

n O, 


1 
2 2 2 
m, = mf dt Pm (+B) 


7 Ar2 
k= | =u dx tom fub (j=4,B8B,C) (13.4.9) 


= -本 De, 3 
RAJ 


其 中 ， 式 ,中 的 BB, 值 取 自 前 一 次 近似 计算 。 
第 1 阶 回 有 振 型 的 图 形 如 图 13.4.1 (c) FR. WR o, <0, ME m, 的 振动 相 
对 于 蕊 持 点 是 反 相 的 ， 因 此 ，p, <0。 


3. 用 初始 参数 法 计算 固有 振动 

截面 x=x; (j=4,B,C) 是 彼此 独立 的 截面 ， 且 FE =c, m. =0。 假 设 在 
截面 i 与 i+1 间 有 一 个 截面 是 x=x,, 截面 i 与 i+1 的 连接 条 件 应 符合 下 述 等 式 (图 
13.4.2) 。 


图 13.4.2 ”截面 协调 条 件 
Pix =l, x = 0 hf, A 


Jf = fal (13.4.10) 


(EF, fz), + Nyor = (EF, ff) (13.4.11) 
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4. 长 导管 内 液体 轴 向 自然 频率 的 计算 

这 里 ， 假 设 液体 是 理想 的 可 压缩 液体 。 所 讨论 的 是 注 有 可 压缩 液体 的 刚性 导 
管 ， 而 不 是 弹性 导管 。 确 定 可 压缩 液体 等 效 模 量 的 条 件 是 ， 刚 性 导管 中 ， 液 柱 的 
挠 性 等 于 弹性 导管 中 液体 沿 轴 向 的 挠 性 。 液 体 径 向 运动 和 导管 壁 运动 的 动能 很 小 ， 
可 忽略 不 计 。 由 于 液 柱 的 总 挠 性 等 于 各 液 层 的 找 性 之 和 ， 故 
EE, g „Eh 


， = (13.4.12) 
E, + E, 2 2R 


E= 
其 中 ，El 为 液体 的 压缩 模 量 ，E, h, ROAA RERE EME., 
现在 求 可 压缩 液 柱 的 等 效 音速 。 设 = Pocy REP 内 为 液体 密度 ，co HW 
体 中 的 音速 ， 于 是 
2 五 c3 _ Poco 2R 


c = 一 = ， (13.4.13) 
po l+v Eh 


导管 的 封闭 端 对 应 于 杆 的 固 支 端 ， 开 口 端 对 应 于 杆 的 自由 端 。 已 知 ， 一 端 固 
定 和 一 端 自 由 的 杆 ， 第 n 阶 振动 的 波长 与 杆 长 1 的 关系 是 


4i 
¿,=—— (n=1,2,3, …) (13.4.14) 
2n-1 . 
振动 周期 是 
À, 
T, = (13.4.15) 
C 
27 2n-1 
@, =— = C 13.4.16 
T 21 ( ) 


当 导 管 两 端 都 开口 时 ， 则 


o =ne (13.4.17) 


n 


如 果 导 管 中 未 扰动 液体 的 流速 为 mw ， 则 自然 频率 即 由 下 述 公式 确定 


oœ =0-M?)o,, M= (13.4.18) 
c 
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5. 箭 体 强迫 振动 的 计算 
如 果 发 动机 推力 PO 的 变化 如 图 13.4.3a 所 示 ， 当 !>z 时 ， 对 于 第 n 阶 振动 ， 
广义 坐标 的 振幅 是 | 


(q) a = Pet a k) sin ZE 
Om w If (13.4.19) 
p2 
On 
设 发 动机 推力 为 简 谐 规律 PO) = P sin( ph), 箭 体 的 纵向 振动 是 
(q, ) max ~ Bf, c+ Bc) Cop) (13.4.20) 
m, (o — p°) 
对 于 弹 体 的 第 n 阶 振动 ， 储 箱底 的 振幅 是 
a, = fa + Bi Xan )max (13.4.21) 


如 果 推 力 按 图 13.4.3 所 示 的 规律 下 降 ， 按 上 述 公 式 即 可 确定 发 动机 关机 时 储 
箱底 的 振幅 ， 在 这 种 情况 下 ， 式 (13.4.19) 中 的 r 应 当 用 替换 。 


P(t) PO 


(a) 
图 1343 ”推力 曲线 图 


在 分 离 级 沿 轴 对 称 分 离 时 ， 如 果 已 知 作用 在 分 离 级 侧面 的 力 的 下 降 规律 ， 也 
可 以 运用 这 种 方法 确定 振幅 。 实 际 上 ， 如 果 这 种 规律 如 图 13.4.3(b) 所 示 ， 储 箱底 
的 振幅 即 可 由 式 (13.4.19) 确定 , EF, felt Bs) 用 火箭 其 余部 分 (不 包括 分 离 级 ) 
的 振 型 值 (/.).-. 替换 。 

弹 体 的 纵向 振动 将 引起 所 有 弹性 悬挂 质量 强迫 振动 。 为 了 使 这 种 振动 不 致 于 
过 分 严重 , 就 需要 使 这 些 悬 挂 质量 的 自然 频率 与 弹 体 纵向 振动 的 自然 频率 不 相等 。 
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6. 动 载荷 的 计算 
对 于 第 阶 振动 ， 季 体 任意 截面 上 的 轴 向 动 载荷 最 大 值 
N, = (gn Jmax a Ni, (13.4.22) 
HP, M, 可 按 表 达 式 (13.4.1) 计算 。 
推力 增加 或 下 降 时 储 箱 辟 上 液体 压力 的 动 载荷 系数 公式 推导 如 下 。 距 自由 液 
面 x 处 的 储 箱 壁 上 的 静 压力 是 


Per = Po + Y Xn (13.4.23) 
按照 式 (13.3.42) 对 于 第 nn 阶 振动 的 动 压 力 的 振幅 ， 即 


bw x 
-o + iae 1- (13.4.24) 
Pe 50, (an) max fy g o; -o | 387 


其 中 ， (gq)wax 按 式 (13.4.19) 计算 ， 系 数 wj A b, 按 式 (13.3.16) 、 式 (13.3.33) 和 
式 (13.3.36) 计算 。 动 载荷 系数 是 | 


Pe : 
=1+ 一 一 一 一 (13.4.25) 
c t Po + YXA 
对 于 箭 体 第 上 阶 振动 ， 悬 挂 点 的 振幅 由 下 述 公式 计算 : 
Wo = f, (Gn )max (13.4.26) 


其 中 ，(g,) maw 按 式 (13.4.19) 或 式 (13.4.20) 确定 。 如 果 悬 挂 点 置 于 储 箱 的 下 底 ， 则 
式 (13.4.26) 中 的 f, 必 须 用 f,(1+B,) 替 换 。 

系统 的 自然 频率 低 于 分 系统 第 1 阶 自然 频率 28 。 

在 所 讨论 的 例子 中 ， 考 虑 了 储 箱 壁 和 底 的 径 向 措 性 后 ， 弹 体 纵向 振动 频率 的 
平方 等 于 不 考虑 这 种 特性 时 所 算得 的 频率 平方 的 /2 。 


13.5 篆 体 的 横 同 振动 与 液体 早 动 问题 


1. 盛 液 刚性 圆 简 横 向 振动 的 计算 
由 于 液体 是 连续 系统 ， 故 它 的 固有 振 型 和 固有 频率 是 无 限 的 ， 而 且 与 容器 外 
形 有 关 。 当 横向 振动 较 小 时 ， 自 由 液 面 将 出 现 一 些 波 纹 。 如 果 是 圆 简 储 箱 ， 径 向 
波 型 可 用 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 表 示 ， 环 向 波 型 可 认为 是 按 函 数 sin7 的 规律 变化 。 
图 13.5.1 示 出 的 是 一 个 具有 平底 的 直 圆 简 储 箱 。 箱 内 盛 有 理想 的 可 压缩 液体 ， 
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液体 的 固有 晃动 频率 可 按 下 述 公 式 计 算 : 


_ [Ein p e E .5.1 
@, = mfe Z) (13.5.1) 


IP, é, ANTE 


(13.5.2) 


KAR, HEF, & =1.8412, é, =5.3315 ,与 = 8.5363 ,…，, 固有 晃动 频率 与 液体 密度 无 
关 ， 但 随 储 箱 半 径 减 小 而 增加 。 当 态 /R >1 时 ， 频 率 与 液 面 高 度 无 关 。 随 着 振 型 
阶 数 增加 ， 液 体 的 固有 时 动 频率 也 增加 。 


| 
,图 13.5.1 液体 晃动 模型 


在 飞行 中 ， 火 箭 圆 简 储 箱 内 液体 推进 剂 的 自然 晃动 频率 是 
o, = ra #) (13.5.3) 


正好 弹性 系统 一 样 ,液体 的 每 一 阶 固 有 振 型 都 有 相应 的 等 效 质量 m, 。 对 于 直 


其 中 ， U1(g) Mg ° 
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HEA, 
3 2 H 、 
_ hié 全 (13.5.4) 

mm 


EH, p 为 液体 密度 。 

对 第 1 BF522J, m= 0.4SrR2p ; 第 2 阶 早 动 时 ，m, 比 m 小 30 倍 。 

如 果 力 P, (O Wi Oy 轴 方 向 作用 于 储 箱 上 , 而 储 箱 可 以 沿 水 平面 无 摩擦 地 移动 ， 
那么 ， 盛 液 圆 简 储 箱 在 固定 坐标 系 xOy 内 的 运动 方程 是 


(13.5.5) 


Rh, y 为 储 箱 轴 的 位 移 ， An AWEDE SER, m 为 盛 液 储 箱 的 质量 。 
车 假设 PB,(t) =0 ， 则 按 方 程式 (13.5.5) 可 计算 储 箱 -液体 系统 的 固有 频率 。 在 


只 计算 液体 的 第 1 阶 晃动 时 ， 有 


o=, = 十 (13.5.6) 


当 储 箱 固 定时， 液体 的 自然 晃动 频率 比 储 箱 不 固定 时 要 大 。 

如 果 P,(D 已 给 定 ， 则 根据 式 (13.5.5) 可 得 到 由 于 晃动 引起 的 储 箱 位 移 ya) 、 
广义 坐标 丸 (D) 和 由 液体 压力 对 储 箱 壁 引起 的 附加 力 m, À, 。 

A (13.5.5) 是 根据 微小 振动 情况 得 到 的 。 因此, 只 有 当 自 由 液 面 沿 储 箱 轴 向 的 
最 大 晃动 为 x,s S 0.1R 时， 该 方程 才 是 有 效 的 。 在 液体 实际 晃动 期 间 有 能 量 耗 散 ， 
因此 ， 试 验 表 明 ， 凤 使 在 共振 期 间 ， 液 体 的 晃 幅 也 是 有 限 的 。 可 以 指出 ， 液 体 的 
晃 幅 不 会 超过 储 箱 半径 。 实 际 上 ， 最 大 晃 幅 是 在 共 据 亦 即 是 按 自然 频率 晃动 时 出 
现 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 最 大 加 速度 是 xs 。 只 要 某 部 分 液体 的 这 种 加 速度 大 于 
不 计 地 球 重 力 场 时 的 火箭 加 速度 a.。)， 它 就 会 与 其 余 液 体 分 离 , 而 且 波 浪 也 开始 
衰减 。 因 此 ， 应 当 是 


Xmax o < G1(g) 
考虑 到 式 (13.5.3) ， 得 


(13.5.7) 
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对 于 第 1 阶 晃动 ， 占 =1.8412 。 当 H/R<1 时 ， 最 大 晃 幅 是 


R R 
x 


1 . 


为 了 近似 确定 共振 时 液体 的 晃动 ， 应 在 方程 中 引入 与 速度 成 正比 的 阻尼 力 ， 
因此 ， 可 用 下 述 方 程 蔡 换 方程 式 (13.5.5) 的 第 二 式 : 


Ä, +E,Å, +02, = 下 (13.5.9) 


2. k K X 3 BN J A 

液体 晃动 的 力学 模型 可 以 用 摆 ( 数 学 摆 或 弹 繁 摆 ) 来 实现 (图 13.5.1) ， 每 一 阶 
振动 都 有 自己 的 相应 捍 。 摆 的 质量 等 于 晃动 液体 的 等 效 质量 式 (13.5.4) ， 数 学 摆 的 
长 度 和 弹 得 的 刚度 是 


(13.5.10) 
= 2an( oR p 
n n n E? -1 


摆 的 质量 在 储 箱 内 的 位 置 是 由 晃动 引起 的 液体 压力 在 储 箱 壁 上 的 合力 作用 点 
确定 的 。 在 辆 位 储 箱 内 ， 摆 的 质量 距 静 自由 液 面 的 距离 是 


n=- [| ZE) (13.5.11) 
E (ZR 


其 余 的 液体 质量 可 视 为 “固化 ”质量 ， 其 力学 模型 的 运动 方程 与 式 (13.5.5) 相同 。 

现在 , 系统 固有 晃动 频率 的 公式 (13.5.6) 可 以 用 力学 模型 的 质量 在 固有 晃动 时 
不 产生 位 移 的 条 件 得 到 。 力 学 模型 也 用 于 求 复杂 储 箱 形状 的 等 效 质量 、 固 有 晃动 
频率 和 由 晃动 引起 的 液体 合成 压力 在 储 箱 壁 上 的 作用 点 位 置 。 

火箭 的 弯曲 振动 可 以 用 非 均匀 丁 的 形式 来 研究 。 在 火箭 技术 中 ， 杆 理论 的 应 
用 范围 是 适用 于 有 弹性 的 火箭 体 ， 弹 性 系数 较 小 时 是 不 适用 的 。 在 这 种 情况 下 ， 
所 研究 的 主要 问题 是 结构 元 件 的 局 部 振动 和 储 箱 内 落体 推进 剂 的 晃动 。 当 箭 体 固 
有 弯曲 振动 的 第 1 阶 频率 远大 于 储 箱 内 液体 的 第 1 阶 自然 晃动 频率 时 ， 由 弹 体 弯 
曲 振动 和 液体 晃动 引起 的 横向 动 过 载 系数 ， 可 分 别 用 以 下 模型 计算 ， 即 @@ 刚体 一 
一 考虑 到 液体 晃动 ，@ 弹性 体 一 一 考虑 到 “固化 ”液体 。 
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如 果 上 述 频 率 很 接近 ， 就 可 以 用 具有 摆 的 非 均 匀 弹 性 杆 计算 。 


1) 考虑 液体 晃动 的 刚体 


在 这 种 情况 下 ， 箭 体 与 自动 稳定 装置 构成 为 封闭 系统 ， 这 时 出 现 的 自 激 振动 
频率 ， 有 可 能 接近 于 储 箱 内 液体 的 固有 晃动 频率 。 如 果 自 激 振 动 可 能 发 生 ， 而 且 
它们 的 范围 也 可 以 确定 ， 则 作用 于 第 体 上 的 横向 动 过 载 系 数 即 可 以 按 刚体 计算 。 


2) 考虑 “固化 ”液体 的 弹性 体 


“ 国 化 ”液体 这 一 术语 的 含意 是 指 储 箱 内 的 液体 不 出 现 哆 动 ， 而 且 不 受 储 箱 
壁 的 约束 ,也 绝 不 能 增加 储 箱 的 弯曲 刚度 ， 驶 好 像 是 一 根 绝对 柔软 的 理想 光滑 杆 。 
在 储 箱 内 ， 可 以 把 各 种 光滑 村 想象 地 分 成 若干 液 柱 。 在 计算 弯曲 振动 时 ， 储 箱 的 
线性 质量 应 加 上 推进 剂 的 线性 质量 。 在 这 种 情况 下 ， 计 算 模型 就 是 一 根 非 均匀 的 


弹性 杆 。 
3. 具有 摆 的 非 均 久 弹 性 杆 自 然 频率 的 计算 
1) 计算 模型 


在 储 箱 内 ， 茶 横 截 面 距 静 自由 液 面 的 距离 是 


"= 28 |a A) (i=4,B) 


质量 (图 13.5.2) 为 


基 挂 弹 筑 的 刚度 是 


图 13.5.2 液体 晃动 力学 模型 


_ Za R p, 
i Q, = w 
其 中 ， 质 量 可 近似 地 模拟 液体 晃动 对 储 箱 壁 的 作用 力 。 


(i= A,B) 


(13.5.12) 


(13.5.13) 


(13.5.14) 
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如 果 火 第 项 点 至 静 自 由 液 面 的 距离 用 万 表 示 ， 则 质量 mi 至 顶点 的 距离 是 


Sehran aa A) (13.5.15) 
Ši 2R; 
其 余 的 液体 可 认为 是 “固化 ”液体 。 

在 计算 固有 晃 型 和 频率 时 , 在 立 截 面 处， 要 考虑 由 于 质量 邮 相 对 于 杆 轴 的 位 
移 所 引起 的 附加 集中 力 。 

假设 £. (x) 是 弹性 体 ( 杆 ) 横 向 自然 振动 的 未 知 振 型 ，_ 表示 质量 m 所 在 截面 
的 固有 晃 型 的 值 。 如 果 认为 横向 振动 是 以 频率 o, 做 简 谐 振动 , 即 可 求 得 质量 m 相 
对 于 弹性 体 的 最 大 位 移 ( 图 13.5.3)， 即 


图 13.5.3 ”液体 晃动 时 箭 体 的 振 型 


2 

w k; 

Saili = hba š 7z? i = 一 (13.5.16) 
TOn mM; 


f; = f, + fli (13.5.17) 
质量 m, 的 惯性 载荷 是 
Pri = m, (fas + Sai) (13.5.18) 


它 是 由 两 个 分 量 组 成 的 。 由 于 载荷 max ;与 杆 的 固有 振 型 和 杆 的 线性 载荷 成 正 
比 ， 因 此 ， 可 认为 质量 m, 中 己 包 括 了 杆 的 线性 质量 。 

截面 x 处 的 附加 集中 力 与 液体 的 固有 晃动 频率 o, 与 弹 体 固有 频率 w AR 
附加 集中 力 是 me fano P 


Ni = 一 一 一 (13.5.19) 
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2) 逐次 近似 法 
微分 方程 


d’ f, 
im, 12 l-o 2 人 kaz 
My - [rha Ym fe) + +C, 


(13.5.20) 


其 中 ,为 盛 有 部 分 液体 的 储 箱 质 量 ，m, 为 包括 整个 液体 质量 的 箭 体 线性 质量 。 
W4x<x hF, m =0; 2ix>x PE m, #0. 
由 于 质量 世相 对 箭 体 的 位 移 是 fn ， 附 加 分 量 由 下 式 计算 : 


I k 
AD, + A,D, = -f mW ,(x)dx — > mx 
i=l 


! . £ * * 
4D + AD, =- | > MAW „(x)(x — xr )dx — Ymy, (x; —xr)n; 
i=l 


i k (13.5.21) 
A => m,(x; — xr); 4, =m+) m; 
i=} i=1 
k 
=I +> m,(x; — xr) 
i=l 
其 中 
wo = Ñ I; M, r (13.5.22) 


ENAR L sr tari, ARERIA MEARE m, 和 等 
AUBE kpo BA (13.5.17 得 


1 k 
m, = | m. 24 + > ml foam +2 fm) 
0 ;= 
iz] (13.5.23) 


iM? k 
k =o; f lz dx + S k, f2p? 
H n 0 EJ, f 2; Joni 


为 了 计算 系数 m, Rk, 还 需要 知道 箭 体 的 固有 频率 , 它 可 以 在 最 后 一 次 近似 
计算 中 得 到 。 


4. 箭 体 强迫 弯曲 振动 的 计算 
在 飞行 期 间 ， 阵 风 或 横向 控制 力 都 可 能 引起 箭 体 的 强迫 弯曲 振动 ， 箭 体 的 强 
迫 弯 曲 振动 由 下 式 表示 : 


PEELA OCENDA OAO (13.5.24) 
n=l 


其 中 ， 广 义 坐 标 g, (0 由 解 耦 的 模 态 方程 确定 。 

由 控制 装 团 引 起 的 箭 体 稳 态 弯曲 振动 有 以 下 两 种 情况 : 

(1) 由 弹性 箭 体 与 自动 稳定 装置 组 成 的 封闭 系统 ,其 固有 振动 频率 om 接近 于 
箭 体 的 国有 弯曲 振动 频率 。 首 先 用 9 ( 箭 体 参考 点 的 自 激 振幅 ) 乘 式 (13.5.20) ， 青 
与 o2q 相 乘 后 ， 即 可 确定 箭 体 任意 横 截 面 上 的 横向 力 C 和 弯 矩 M 。 

(2) 自动 稳定 装置 操纵 机 构 的 自 激 振动 是 一 个 由 控制 装置 (特别 是 悬挂 式 择 
动 发 动机 ) 操纵 元 件 和 反馈 电路 组 成 的 封闭 系统 的 振动 。 这 种 自 激 振动 的 频率 四， 
与 箭 体 的 弯曲 频率 无 关 。 它 与 摆动 发 动机 的 固有 振动 频率 相差 很 小 ， 摆 动 发 动机 
以 频率 wo。 的 振动 可 能 引起 火箭 体 强迫 振动 ， 这 种 振动 可 由 下 式 确定 ， 


1 
Ü, + 2E Opn + Oq, =—P (13.5.25) 
m 


n 
n 


其 中 ， 力 PORERA 
P.()= R... ó, sino, t (13.5.26) 


其 中 ，Rj 为 控制 力 的 变化 梯度 ， 思 "为 控制 力作 用 截面 处 横向 振 型 的 值 ，& 为 摆 
动 发 动机 的 自 激 振 幅 。 

在 这 种 情况 下 ， 由 于 箭 体 强迫 振动 的 振幅 取决 于 mw。 与 wm, 之 比 ， 因 此 ， 需 要 
使 巷 挂 式 摆动 发 动机 的 固有 频率 远离 季 体 第 1 阶 弯曲 振动 的 固有 频率 。 此 外 ， 册 
于 第 体 的 弯曲 振动 还 会 引起 导管 和 其 他 弹性 基 挂 质量 的 强迫 振动 ， 因 此 ， 也 不 允 
许 弹性 悬挂 质量 和 导管 的 固有 频率 接近 箭 体 固有 弯曲 振动 的 频率 。 


思考 题 与 习题 


13-1 边界 条 件 对 封 际 圆 简 壳 体 和 扁 球 壳 体 轴 对 称 振动 的 影响 很 小 的 原因 是 什么 ? 
13-2 ” 盛 液 储 箱 轴 对 称 振动 第 1 阶 固 有 频率 计算 中 的 六 条 假设 使 问题 的 哪些 方面 得 到 了 简化 ? 
13-3 纵向 振动 为 什么 要 计算 液体 的 等 效 质 量 ? 采用 怎样 的 计算 模型 ? 
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13-4 如何 建 立 考 虑 推进 剂 相 对 储 箱底 和 发 动机 相对 机 架 的 纵向 据 动 时 火箭 体 纵 向 振动 模型 ? 

13-5 何 为 ““ 固 化 ”液体 ”? 其 具有 哪些 特性 ? 

13-6 ”火箭 体 横向 振动 中 怎样 建立 液体 晃动 的 力学 模型 ? 

13-7 ” 固 滚 耦合 时 箭 体 纵向 和 横向 振动 的 基 频 哪 一 个 比较 低 ? 建立 力学 模型 过 程 中 等 效 液体 运 
动 对 箭 体 的 影响 有 哪些 不 同 ? 

13-8 ” 储 箱 横 向 运动 对 液体 的 晃动 频率 有 怎样 的 影响 ? 

13-9 是 否 可 以 采用 模 态 综合 法 计算 固 液 耦合 火箭 体 的 固有 频率 ? 如 果 可 以 ， 简 述 模 态 综合 法 
的 计算 过 程 。 
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14.1 概 述 


本 章 首先 提出 空间 桥架 结构 的 简化 模型 ， 并 建立 了 两 个 具有 代表 性 的 术 架 模 
型 结构 : 架设 式 棉 架 和 可 展 棉 架 。 架 设 式 桥架 主要 由 粱 、 杆 结构 组 成 ， 典 型 代表 
是 国际 空间 站 主 检 架 ， 可 展 梅 架 主 要 由 梁 、 杆 、 苹 结构 组 成 ， 而 且 展 开 状 态 下 纺 
结构 是 张 紧 的 ， 有 预 紧 力 。 在 有 限 元 动力 学 方程 的 基础 上 ， 分 别 进行 了 模 态 分 析 ， 
和 结构 对 脉冲 激励 和 周期 激励 响应 。 并 对 简化 的 五 种 析 架 模型 (统称 为 结构 棉 架 ) 
进行 了 动力 学 特性 的 对 比分 析 ， 得 到 了 一 些 有 意义 的 结果 和 有 价值 的 结论 。 

认为 与 航天 器 连接 的 析 架 节点 边界 条 件 为 回 接 , 空间 析 架 上 搭载 的 其 他 结构 ， 
如 顶端 电子 设备 、 挠 性 太阳 能 电池 辟 等 ， 可 以 忽略 其 对 整个 系统 刚度 的 贡献 ， 仅 
考虑 其 质量 分 布 的 贡献 而 把 它们 简化 成 等 效 集中 质量 加 载 到 析 架 节点 上 。 


14.2 简化 模型 


相 比 复杂 的 鹤 面 构 型 来 讲 ， 哥 结构 的 空间 构 型 较为 简单 。 生 前 实际 应 用 的 
柏 架 架构 主要 是 一 字形 ， 因 为 一 字形 杭 架 构 型 简单 ， 成 本 低 ， 稳 定性 好 ， 基 本 可 
以 满足 现 阶段 的 承载 要 求 。 除 了 一 字形 棉 架 ， 还 有 T 字 形 棉 架 和 工 字形 梅 架 。 这 
些 空间 术 架 正 越 来 越 多 地 应 用 到 航天 器 结构 中 。 

析 架 结构 具有 复杂 性 ， 由 于 工程 实际 需要 ， 杭 架 结 构 的 设计 多 种 多 样 ， 力 学 
建 模 只 能 是 根据 具体 的 杭 架 结构 ， 难 于 建立 普 适 的 模型 。 与 地 面 上 应 用 的 检 架 相 
比 ， 航 天 结构 中 应 用 的 桥架 具有 一 些 特殊 的 结构 ， 如 各 种 形式 的 匀 链 接头 、 对 角 
张力 元 件 等 ， 不 同 的 杆 件 可 承受 的 应 力 形式 也 不 同 。 航 天 结构 所 用 棉 架 在 材料 上 
也 具有 特殊 性 ， 复 合 材 料 在 检 架 结构 中 的 应 用 带 来 了 材料 的 非 线 性 问题 。 

空间 检 染 力学 建 模 的 难点 主要 有 对 角 张 力 元 件 的 力学 建 模 ; BEB 
建 模 ， 热 -结构 耦合 动力 学 问题 ; 大 位 移 非 线性 问题 ; 届 曲 效应 造成 的 非 线性 ; Mr 
架 模型 参数 的 不 确定 性 等 。 将 这 些 问题 简化 处 理 ， 本 节 建 立 了 以 下 儿 种 简单 的 物 
理 模 型 。 
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1. 一 字形 构 型 

D —#*3 = AHR 

NASA 早期 进行 的 太空 试验 析 架 采用 正三 角形 的 截面 构 型 ， 空 间 构 型 为 一 - 字 
形 。 图 14.2.1 所 示 为 其 析 架 完全 展开 状态 ， 始 端 在 航天 飞机 的 展开 简 中 展开 ， 末 
端 连接 电子 设备 (抛物 面 天 线 、 光 学 望远镜 等 ) 。 栓 架 采 用 石墨 环 氧 树脂 材料 ， 为 
连续 实心 杆 , 每 节 长 1.124m， 两 节 构 成 一 个 基本 模块 单元 , 27 个 基本 模块 单元 构 
成 了 整体 54 节 的 桥架 ， 其 在 1,12,24,30,38,44 节 分 别 固定 了 感应 器 。 在 54 节 ( 末 
端 ) 固定 主 作 动 器 , 在 12,30,44 节 固定 次 作 动 器 。 作 动 器 是 激励 源 ， 感 应 器 是 搜集 
桥架 的 应 变 信息 ， 并 送 给 中 央 人 处 理 器 。 


SS 


好 
aap 


网 14.2.1 NASA 太空 试验 栅 架 


前 化 基本 本 大 单元 


顶端 集中 质量 


图 14.2.2 一 字形 三 角 析 架 简化 模型 
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这 些 作 动 器 和 感应 器 本 身 具 有 一 定 的 质量 , 由 于 研究 的 状态 是 完全 展开 状态 ， 
因此 忽略 匀 链 的 非 线 性 ， 认 为 只 是 单纯 的 集中 质量 点 ， 并 假设 其 质量 平均 分 配 到 
全 部 的 接头 处 。 同 时 ， 由 于 桦 架 是 可 展 棉 架 ， 斜 村 和 部 分 横 杆 中 间 是 用 贸 链 连接 ， 
将 这 些 贸 链 的 质量 平均 分 配 到 两 端 接 头 处 , 杆 假设 为 连续 杆 。 简 化 模型 如 图 14.2.2 
所 示 。 
2) 一 字形 方形 析 架 
以 “奋进 ”号 航天 飞机 全 球 三 维 地 图 测绘 系统 中 的 空间 检 架 为 例 ， 如 图 14.2.3 


所 示 。 
60m 长 伸缩 杆 


pg 


SIR-C/X-SAR 


外 侧 天 线 


图 14.2.3 “sup ' 号 航天 飞机 全 球 三 维 地 图 测绘 系统 示意 图 


检 架 为 可 展开 榭 架 ， 采 用 正方 形 的 截面 构 型 ， 空 间 构 型 为 一 字形 ， 由 杆 OZ). 
贸 链 等 结构 组 成 ， 一 端 与 航天 飞机 连接 ， 男 一 端 与 电子 仪器 设备 连接 。 工 作 环 境 
为 太空 环境 。 和 忽略 次 要 因素 影响 ， 进 行 如 下 简化 ; 

( 与 杭 架 结构 相连 的 飞行 器 一 般 质 量 较 大 ， 杭 架 结 构 是 大 挠 性 ， 相 比 于 航 
天 器 质量 轻 得 多 ， 因 此 可 把 与 航天 器 连接 一 端 边 界 条 件 简 化 为 固 支 ; 

(2) 格 架 结构 末端 电子 设备 简化 为 集中 质量 ; 

(3) 贸 链 简化 为 集中 质量 ， 不 考虑 非 线性 和 刚度 等 影响 ; 

(4) 整体 检 架 结构 由 杆 结 构 、 弦 结构 组 成 ， 弦 有 预 紧 力 ; 

(5) 空间 环境 简化 为 真空 环境 。 

简化 后 的 模型 如 图 14.2.4 所 示 。 


顶端 集中 质量 


图 14.2.4 ”一 字形 方形 梅 架 简化 模型 
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2. 工 字形 桥架 


1) 工 字 形 枯 架 的 例子 
比较 典型 的 例子 是 早期 在 航天 飞机 上 开展 的 验证 性 实验 (图 14.2.5)， 以 及 国 
际 空间 站 支撑 找 性 太阳 能 电池 如 的 空间 术 架 结构 (图 14.2.6) 。 


EE 
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图 14.2.5 空间 站 结构 组 装 验证 实验 结构 图 14.2.6 ”国际 空间 站 空间 桥架 


2) 工 字形 梅 架 简化 模型 

考虑 国际 空间 站 支撑 挠 性 太阳 能 电池 可 的 空间 检 架 结构 .桥架 为 可 展开 柿 架 ， 
由 杆 、 弦 、 匀 链 等 结构 组 成 。 截 面 为 正方 形 构 型 ， 桥 架 两 侧面 连接 挠 性 太阳 能 电 
池 辟 ， 桥 架 中 间 通 过 了 字形 粱 结构 与 空间 站 主体 相连 。 工 作 环境 为 太空 环境 。 将 
主 杭 架 结构 + 太阳 能 电池 喜 支 撑 梅 架 等 效 为 T 字形 权 架 结构 。 挠 性 太阳 能 电池 恤 
简化 为 集中 质量 均匀 加 在 横向 桩 架 的 贸 链 处 ， 不 考虑 匀 链 非 线 性 有 影响， 看 作 和 集中 
质量 。 由 于 实际 结构 中 与 字形 梁 连 接 的 空间 站 主体 质量 很 大 ， 可 把 纵向 检 架 边 
界 条 件 简 化 为 固 支 。 横 向 梅 架 由 杆 、 弦 结构 组 成 ， 弦 有 预 紧 力 ， 纵 向 梅 架 仅 由 杆 
件 构成 。 简 化 后 的 模型 如 图 14.2.7 所 示 。 


太阳 能 电池 
REPRE 


图 14.2.7 T FIEKE RNEER 
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3. T JÉ Mi 2E 

1) 复杂 术 架 的 例子 

NASA 的 空间 起 重 机 和 空间 站 概念 设计 中 的 复杂 构 型 都 可 以 看 作 由 基本 的 T 
字形 棉 架 和 工 字形 棉 架 所 组 成 。 图 14.2.8 是 国际 空间 站 的 复杂 杭 架 结构 示意 图 。 


图 14.2.8 ”空间 复杂 检 架 结构 
从 图 14.2.8 中 可 以 看 出 ， 支 撑 太 阳 能 电池 辟 的 梅 架 与 作为 平台 的 梅 架 垂直 连 
接 形成 了 工 字 形 梅 架 。 
2) 工 字 形 梅 架 简化 模型 


太阳 能 电池 
收集 中 质 基 Wao ht 


KI 14.2.9 T#FJÉMIBRI EPS) 
考虑 整个 国际 空间 站 结构 。 国 际 空间 站 由 主 梅 架 结构 、 各 个 舱 段 、 太 阳 能 
池 翼 结构 等 部 分 组 成 。 太 阳 能 电池 翼 通 过 支撑 它 的 可 展开 梅 架 与 主 棉 架 相连 ， 各 
个 舱 段 也 通过 各 自 连 接 结构 与 主 桥架 相连 。 这 些 检 架 均 采 用 了 正方 形 截面 构 型 ， 
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整体 结构 可 等 效 为 自由 边界 的 工 字 形 棉 架 结构 。 可 将 整体 空间 站 结构 等 效 为 工 字 
形 棉 架 结构 。 挠 性 太阳 能 电池 辟 简 化 为 集中 质量 均匀 加 在 横向 棉 架 的 镶 链 处 ， 不 
考虑 锐 链 非 线性 影响 ， 看 作 集 中 质量 。 边 界 条 件 为 自由 边界 。 各 个 舱 段 简化 为 集 
中 质量 加 在 主 杭 架 铵 链 处 。 简 化 后 的 模型 如 图 14.2.9 所 示 。 


14.3 HÆRE RM RD J EINT 


1. 架设 析 架 分 析 模 型 

图 14.3.1 为 架设 的 空间 杭 架 模型 示意 图 , 空间 桥架 仅 由 直 杆 和 和 斜 杆 搭建 而 成 ， 
杆 件 匀 直 。 空 间 梅 架 与 航天 器 连接 的 一 端 视 为 固 接 ， 接 头 为 固定 接 闫 ， 忽 略 其 刚 
度 的 影响 ， 仅 简化 为 集中 质量 ， 项 端 承载 结构 简化 为 集中 质量 。 


— — — 


Cay vv 
等 效 集中 质量 。 F 
图 14.3.1 直 梁 式 架 设 析 架 模型 示意 图 


2. 架设 析 架 参数 设计 

对 图 14.3.1 所 示 的 空间 直 梁 式 架 设 检 染 模型 进行 仿真 研究 。 该 析 架 结构 尺寸 
为 04mx0.4mx4.8m， 由 213 根 杆 件 组 装 而 成 。 杆 件 采用 铝 合金 材料 ， 弹 性 模 量 为 
72.7GN/m? ,密度 为 3100kg/mi。 杜 结构 设计 为 空心 管状 结构 , 外 直径 为 0.012m, 
内 直径 为 0.008m， 等 效 横 截面 积 4=6.283 x 105m. EAREN 0.4kgo MAHI 
端 带 有 20kg 的 质量 块 。 杆 件 的 惯性 矩 为 


1, -ffr sing2dRdg = 8.1681x10-10m4 (14.3.1) 
I, = 1,=8.1681<x10 !” m‘ (14.3.2) 


极 惯 矩 为 


J = Í | 'aRa9 = 1.633610 m° (14.3.3) 
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3. 架设 析 架 单元 划分 

应 用 有 限 元 方法 将 整体 桥架 结构 离散 成 68 个 节点 、213 个 杆 单元 / 梁 单元 、68 
个 集中 质量 单元 ， 集 中 质量 单元 是 为 了 模拟 接头 的 质量 和 顶端 质量 块 。 前 四 个 节 
点 固 支 以 模拟 空间 中 检 架 结构 与 大 质量 相连 接 的 情况 。 建 立 有 限 元 仿真 模型 如 图 


14.3.2 所 示 。 


oE 


图 14.3.2 ZERRA RIAA 
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如 果 不 考虑 贸 链 接头 的 弯曲 、 扭 转 刚度 贡献 ， 可 以 把 栓 架 的 杆 件 简化 为 杆 单 
元 ， 有 限 元 仿真 模型 就 为 空间 杆 系 模型 ， 如 果 假设 匀 链 接头 为 固定 接头 ， 就 可 以 
把 梅 架 的 杆 件 简化 为 梁 单 元 ， 有 限 元 仿真 模型 就 为 空间 梁 系 模型 。 


4. 架设 析 架 的 模 态 计算 
求解 特征 方程 ， 杆 系 模型 前 8 阶 自由 振动 频率 如 表 14.3.1 所 示 ; 梁 系 模型 前 
8 阶 自由 振动 频率 如 表 14.3.2 所 示 。 
表 14.3.1 直 梁 式 架设 析 架 空间 杆 系 模型 振动 频率 


模 态 阶 数 1 2 3 4 5 6 
频率 /Hz 2.5503 2.5504 14.5081 19.2355 19.2382 49.5858 50.3747 51.6109 


7 8 


$14.32 直 梁 式 架设 析 架 空间 梁 系 模型 振动 频率 
模 态 阶 数 1 2 3 4 5 6 
频率 /Hz 2.5518 2.5519 14.556 19.226 19.228 49.646 50.364 51.312 


7 8 


为 分 析 顶 端 质量 块 对 结构 自由 振动 频率 的 影响 ， 分 别针 对 顶端 质量 块 质量 为 
10kg、20kg、40kg 三 种 情况 来 求解 自由 振动 频率 ， 计 算 的 结果 如 表 14.3.3 所 示 。 


R 14.3.3 ”顶端 质 量 块 对 振动 频率 的 影响 


模 态 阶 数 1 2 3 4 5 6 7 8 
M=10kg 3.0776 3.0777 16.998 20.265 20.269 53.123 53.129 53.323 
M=20kg 2.5503 2.5504 14.5081 19.2355 19.2382 49.5858 50.3747 51.6109 


M=40kg 1.9984 1.9984 11.624 18.412 18.414 40.661 46.957 50.149 


5. 架设 桥架 的 动态 响应 

1) 脉冲 激励 响应 

大 型 挠 性 析 架 在 轨 工 作 时 ， 可 能 会 受到 空间 碎片 、 陨 石 的 冲击 而 引起 振动 ， 
这 种 冲击 作用 时 间 短 、 冲 击 载荷 大 ， 可 认为 是 脉冲 激励 。 因 此 ， 研 究 大 型 找 性 术 


架 脉 冲 激励 响应 很 有 现实 意义 。 
设 系统 阻尼 为 瑞 利 阻尼 ， 前 两 阶 振动 阻尼 比 设 为 点 =0.005 ,6 =0.005 。 进 一 


步 利用 可 求 得 3~10 阶 模 态 的 阻尼 比 为 
E = (名 0) =(0.015,0.0233,0.0233,0.051,0.0588,0.0628,0.0628,0.1103) (14.3.4) 


假设 杭 架 顶端 受到 xz 轴 正 方向 的 冲击 力 ， 大 小 为 100N, 作 用 时 间 为 0.01s。 选 
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取 节 点 30 作为 响应 点 。 其 x 方向 位 移 响 应 如 图 14.3.3 所 示 。 
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K 14.3.3 ZATRESAO E 
2) 简 谐 激励 响应 
假设 杭 架 顶端 x 轴 正 方向 受到 周期 正弦 激励 = 五 sin(wf)， IP F, =10N ， 
=2nf 。 分 别针 对 振动 频率 f = 2Hz , f =4Hz , f =8Hz , f =10Hz 四 种 情况 进行 
仿真 研究 。 选 取 节 点 30 作为 响应 点 ， 其 x 方向 位 移 响 应 如 图 14.3.4 所 示 。 
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图 14.3.4 空间 桥架 瞬 态 激励 响应 示意 图 
6. 架设 析 架 动力 学 特性 分 析 
(1) 模型 低 阶 振动 频率 较 低 (如 顶端 带 有 20kg 的 质量 块 的 模型 一 阶 频率 仅 为 


2.55Hz) ， 且 分 布 较 密 集 ， 存 在 集团 密 频 模 态 ， 如 模型 的 1 和 2 阶 频率 、4 和 5 阶 
频率 、6, 7 和 8 阶 频率 。 
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(2) 直 梁 式 架 设 析 架 简化 为 空间 杆 系 和 空间 梁 系 两 种 模型 ， 计 算 结 果 相 差 较 
小 。 从 表 14.3.1、 表 14.3.2 可 以 看 出 不 同 的 模型 计算 得 到 的 前 6 阶 振动 频率 相差 
不 足 0.2% 。 

(3) 顶端 质量 块 对 频率 影响 很 大 ， 是 造成 整体 模型 低频 的 重要 因素 。 如 
表 14.3.3 所 示 ， 末 端 质量 块 由 10kg 提高 到 20kg， 一 阶 频率 由 3.0776Hz 减 小 为 
2.5503Hz， 减 小 了 近 17.1%。 

(4) 可 展 桥架 中 对 角 弦 的 初始 张 紧 力 对 系统 振动 频率 的 影响 不 可 忽略 ， 初 始 
张 紧 力 越 大 ， 振 动 频率 越 低 ， 近 似 成 线性 关系 。 这 种 影响 对 扭转 模 态 影响 更 为 明 


显 。 


(5) 如 图 14.3.3 (a) 显示 ， 桩 架 结 构 受 到 脉冲 激励 产生 振动 ， 仅 依靠 自身 阻尼 
衰减 耗 时 很 长 (30s 时 振幅 衰减 不 足 80%) ， 图 14.3.3 (b) 显示 ， 激 起 的 振动 以 一 阶 
弯曲 为 主 ， 高 阶 振动 衰减 明显 比 低 阶 振动 快 。 

(6) 如 图 14.3.4 显示 ， 梅 架 结构 受到 周期 激励 产生 振动 ， 当 周期 激励 频率 与 
结构 自身 频率 接近 时 ， 激 起 的 振幅 很 大 ， 有 共振 现象 发 生 。 
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1. 展开 桥架 分 析 模 型 


图 14.4.1 为 可 展 空 间 哥 展开 状态 下 的 模型 示意 图 ， 整 个 棉 架 由 直 杆 和 对 角 
弱 组 成 。 展 开 状态 下 弱 是 张 紧 的 ， 有 预 紧 力 。 空 间 棉 架 与 航天 器 连接 的 一 端 视 为 
固 接 ， 接 头 为 匀 链 接头 ， 忽 略 其 刚度 的 影响 ， 仅 简化 为 集中 质量 ， 项 端 承载 结构 
简化 为 集中 质量 。 
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等 效 集中 质量 TF 3% 


图 14.41 ERARI HRR AR 


2. 展开 桥架 参数 设计 


针对 图 14.4.1 所 示 的 空间 直 梁 式 可 展 枯 架 模型 进行 仿真 研究 。 该 检 架 结构 尺 
寸 为 0.4mx0.4mx4.8m， 由 132 根 杆 件 组 装 而 成 。 杆 件 采用 铝 合金 材料 ， 弹 性 模 量 
为 72.7GN/m*， 密 度 为 3100kg/m 。 杆 等 效 横 截面 积 4=6.283 x 105m2 ， 接 头 质量 
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为 0.2kg。 杭 架 顶 端 带 有 20kg 的 质量 块 。 枯 架 对 角 线 上 有 交叉 的 弦 结 构 ， 单 根 弦 
等 效 刚 度 上 = 1x105 ， 等 效 质量 为 0.04kg， 张 紧 力 7 =100N 。 
3. 展开 桥架 单元 划分 

应 用 有 限 元 方法 将 整体 桥架 结构 离散 成 68 个 节点 、132 个 杆 单元 、162 个 弹 
SAn, 68 个 集中 质量 单元 ， 集 中 质量 单元 是 为 了 模拟 接头 的 质量 、 顶 端 质量 块 
以 及 对 角 弦 等 效 质量 ， 弹 复 单 元 是 模拟 对 角 纺 的 刚度 。 前 4 个 节点 固 支 以 模拟 空 
间 中 检 架 结构 与 大 质量 相连 接 的 情况 。 建 立 有 限 元 仿真 模型 如 图 14.4.2 所 示 。 


4. 展开 桩 架 的 模 态 分 析 

对 角 弦 结构 的 张力 , 相当 于 对 除 弦 结 构 外 的 空间 杆 系 结构 施加 了 外 力 的 作用 ， 
这 个 外 力 将 使 杆 系 结构 产生 一 定 的 初 位 移 ， 也 使 得 杆 系 的 有 限 元 模型 发 生变 化 。 
基于 非 线性 有 限 元 方法 ， 可 以 得 到 变形 后 杆 系 的 刚度 矩阵 ， 集 合 弦 结 构 等 效 弹簧 
的 刚度 垂 阵 ， 就 可 以 建立 整体 可 展 析 架 的 有 限 元 模型 。 


e 


MEA 
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基于 这 个 模型 对 空间 直 梁 式 可 展 栅 架 进行 模 态 分 析 ， 求 得 模型 前 8 阶 自由 振 
动 频率 如 表 14.4.1 所 示 。 其 中 第 1, 2 阶 为 弯曲 振动 频率 , 第 3 阶 为 扭转 振动 频率 。 
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R14.41 直 梁 式 可 展 检 架 振动 频率 


模 态 阶 数 1 2 3 4 5 6 7 8 
频率 /Hz 2.696 2.696 9.2251 20.279 20.279 38.364 49.786 49.786 


为 分 析 可 展 析 架 对 角 强 结构 的 预 紧 力 对 结构 自由 振动 频率 的 影响 分 别针 对 预 
JJ T Hz 0,10,20,…,200N 等 情况 来 求解 自由 振动 频率 ， 计 算 的 结果 如 图 14.4.3 
所 示 。 

通过 图 .14.4.3 可 以 看 出 ， 空 间 可 展 格 架 对 角 弦 结构 的 初始 张 紧 力 对 整体 结构 
的 自由 振动 频率 影响 较 大 ， 初 始 张 紧 力 越 大 ， 低 阶 振动 频率 越 小 ， 且 近似 成 线性 
关系 。 对 比 可 以 看 出 ， 对 扭转 模 态 频率 的 影响 要 大 于 对 弯曲 模 态 的 影响 。 
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图 14.4.3 ”对 角 弦 结构 预 紧 力 对 自由 振动 频率 影响 示意 图 


14.5 ”结构 桥架 的 模 态 分 析 


将 14.2 节 中 讨论 的 五 种 不 同 构 型 的 桥架 统称 为 结构 析 架 。 为 了 对 比 不 同 的 结 
构 形 式 所 具有 的 不 同 的 动力 学 特性 ， 将 他 们 的 特征 值 问题 放 在 一 起 讨论 。 考 虑 他 
们 受到 同样 的 载荷 下 对 比分 析 他 们 的 动力 响应 。 


1. 结构 桥架 的 频率 


一 字形 石墨 环 氧 三 角 梅 架 自重 约 830kg， 每 节 长 1.124m， 共 54 节 ， 总 长 达 
60 RÆ: 一 字形 石墨 环 氧 方 顶 架 总 长 近 60m， 也 由 54 节 检 架 单元 组 成 ;一 字形 
铝 合金 方 棉 架 每 节 长 宽 高 为 均 为 5m， 共 由 23 节 组 成 ， 总 长 ll5m, 188 根 纵 杆 和 
横 杆 ，116 根 斜 杆 、96 个 接头 ， 总 质量 约 100; T 字形 方 检 架 ， 由 一 字形 铝 合金 
方 检 架 在 中 部 加 上 4 节 的 一 字形 析 架 组 成 ， 自 重 约 120; LEETE, HAA 
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T 字形 方 梅 架 组 成 ， 自 重 约 240t。 

对 顶端 空 载 的 一 字形 石墨 环 氧 三 角 棉 架 、 一 字形 石墨 环 氧 方 棉 架 、 一 字形 铝 
合 会 方 析 架 . 工 字形 栅 架 和 工 字形 杭 架 的 频率 进行 计算 , 得 其 前 6 阶 频 率 如 表 14.5.1 
所 示 。 

表 14.5.1 ”五 种 不 同类 型 检 架 空 载 频率 对 比 表 


内 下 一 字形 石 时 环 氧 一 学 形 厂 思 环 氧 FERRE 。 了 字 形 人 合金。 工 字形 名 合金 
= ug 方术 加 FKR TKR THLE 

1 0.34159 0.3994 35.901 0.2929 0.2783 

2 0.34174 0.3994 36.551 0.4398 0.2876 

3 2.1306 2.4829 41.754 0.8407 0.4209 

4 2.1315 ， 2.4829 95.071 0.9940 0.4329 

5 5.9217 6.8653 118.87 1.7863 0.6154 

6 5.9242 6.8654 136.54 2.2785 0.8213 


2. 结构 桥架 的 振 型 

对 于 振 型 而 言 ， 采 用 了 不 同 材 料 的 一 字形 方 检 架 和 一 字形 石墨 环 氧 三 角 检 架 
相同 ， 因 此 只 给 出 一 字形 三 角 棉 架 、T JÉ Wr BB ITL yE Jy Mr A 6 阶 振 型 ， 
如 图 14.5.1、 图 14.5.2、 图 14.5.3 所 示 。 
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(e) 5 阶 振 型 


图 14.5.1 
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(e) 5 阶 据 型 (D 6 阶 振 型 


图 14.5.2 TT 字形 检 架 前 6 阶 振 型 图 
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(a) 1 阶 振 型 


(4) 4 阶 振 型 
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图 14.5.3 CZIKI 6 阶 振 型 图 


3. 结构 析 架 模 态 特性 分 析 


(D6 阶 振 型 


(1) 桥架 呈 明 显 低频 、 密 频 特 点 ， 除 一 字形 铝 合金 方 桥架 不 明显 外 ， 其 余 模 
型 较 明 显 ， 在 10Hz 内 ， 多 达 6 阶 频率 。 

(2) 一 字形 石墨 环 氧 三 角 桥 架 、 一 字形 石墨 环 氧 方 析 架 和 工 字形 铝 合金 方 桥 
架 由 于 其 结构 的 对 称 性 ， 其 固有 频率 成 对 出 现 ， 呈 现 一 定 的 规律 性 。 

(3) 比较 一 字形 石墨 环 氧 三 角 柏 架 和 一 字形 石墨 环 氧 方 析 架 ， 同 等 材料 、 同 
等 几何 尺寸 的 方形 棉 架 较 之 于 三 角 杭 织 频率 高 ， 在 同样 的 外 界 干 扰 下 ， 相 对 来 说 
不 容易 激 振 ， 更 稳定 ， 这 也 是 工程 实际 当中 普遍 采用 方术 架 的 原因 之 一 。 同 时 ， 
方 梅 哥 在 空间 结构 扩展 有 着 三 角 术 架 不 可 比拟 的 优势 。 

(4) 一 字形 石墨 环 氧 三 角 析 架 、 一 字形 石墨 环 氧 方 检 架 、T 字形 铝 合金 方术 
总 及 工 字 形 铝 合 金 方术 架 仿 真 所 采用 的 物理 参数 来 源 航 天 应 用 析 架 的 真实 参数 ， 
模型 具有 真实 性 ， 计 算得 到 的 频率 同样 具有 真实 可 信和 性 。 其 中 工 字 形 铝 合 金 方 析 
架 模 拟 空间 站 的 实际 结构 ，1Hz 以 内 具有 6 阶 频率 ， 说 明了 空间 站 等 大 型 挠 性 奉 
架 结构 的 低频 密 模 动力 学 特点 。 

(s) 一 字 三 角 杭 哥 的 1 阶 和 2 阶 振 型 为 ! 阶 弯 曲 ，3 阶 和 4 阶 振 型 为 2 阶 弯曲 ， 
5 阶 振 型 为 1 阶 扭转 ，6 阶 振 型 为 2 阶 弯曲 ， 其 余 高 阶 振 型 为 高 阶 弯 曲 和 扭转 。 不 同 
材料 的 一 字 三 角 杭 架 和 一 字 方 桥架 振 型 具有 一 致 的 规律 ， 这 里 不 再 歼 述 。 

(6) -FZHR 1 阶 、2 阶 振 型 一 致 ， 分 别 在 到 平面 和 XZ FA HH; 3 
阶 、4 阶 振 型 一 致 ， 分 别 在 到 平面 和 AX 平面 弯曲 ， 除 捏 转 模 态 外 ， 高 阶 模 态 的 
振 型 也 成 对 称 性 。 

(7) 一 字 三 角 检 架 各 阶 模 态 振幅 较 小 , 只 有 几 个 厘米 (0.02~0.05m) ，! 阶 模 态 
末端 振幅 最 大 ， 高 阶 模 态 主要 在 将 部 达到 最 大 振幅 。 

(8) T FEHR 1 阶 、2 阶 振 型 分 别 为 长 梁 在 YZ 和 XZ 平面 内 一 阶 弯 曲 ， 短 
REELE M: 3M 4 阶 振 型 分 别 为 长 梁 在 YZ 和 XZ 平面 内 2 阶 弯 曲 ， 短 梁 基 
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本 无 弯曲 ; 5 阶 振 型 为 长 梁 yz 平面 3 NS AME XZ 平面 1 阶 弯 曲 的 组 合 ; 6 
阶 振 型 为 长 梁 到 平面 内 2 阶 弯曲 和 短 粱 XY 平面 内 1 阶 弯 曲 的 组 合 。 

(9) 其 余 高 阶 模 态 振 型 分 别 是 长 梁 和 短 梁 的 高 阶 振 型 的 组 合 ， 比 较 复杂 。 

(10) 工 字 形 榭 架 在 空间 结构 的 对 称 性 导致 了 其 各 阶 模 态 振 型 的 对 称 性 。1 
阶 、2 阶 振 型 为 长 粱 各 自在 YZ 平面 内 的 1 阶 弯 曲 的 两 种 组 合 方式 ， 同 面 组 合 和 
异 面 组 合 ，3 阶 、4 阶 振 型 为 长 梁 各 自在 各 平面 内 的 1 阶 弯 曲 的 两 种 组 合 方式 ， 
同 面 组 合 和 异 面 组 合 ，5 阶 、6 阶 振 型 为 长 梁 各 自在 到 平面 内 的 2 阶 弯曲 的 两 种 
组 合 方式 ， 同 面 组 合 和 异 面 组 合 ， 同 理 ， 高 阶 振 型 可 以 类 推 。 

工 字形 桥架 短 梁 在 低 阶 模 态 中 不 发 和 振动， 只 有 在 某 些 高 阶 模 态 中 才 出 现 其 
2 res dh, JX; 1 阶 弯曲 ， 呈 现 间断 性 。 


14.6 ZERI MT ARRI E U e 


谐 响 应 分 析 的 目的 就 是 随 着 激 振 频 率 变化 ， 观 察 析 架 的 稳 态 响应 ， 研 究 定量 
分 析 在 什么 频率 下 术 架 发 生 谐 响 应 ， 以 便于 设计 人 员 能 预测 杭 架 结构 的 大 挠 性 持 
续 动力 学 特性 ， 从 而 使 设计 人 员 能 够 验证 其 设计 能 否 成 功 地 克服 共振 、 疲 劳 及 其 
他 受 迫 振动 引起 的 有 和 害 后 果 。 同 时 也 为 检 哥 结构 的 振动 控制 策略 提供 理论 指导 。 

为 便于 观察 比较 ,对 一 字形 石墨 环 氧 三 角 栅 架 、 一 字形 石墨 环 氧 树脂 方 棉 架 、 
FEBRER T 字形 铝 合金 方 桥架 和 工 字形 铝 合金 方 桥 架 的 谐 相应 分 析 ， 
均 采 取 末 端 加 载 ， 末 端 观察 ( 即 观察 点 为 外 载 作用 点 ) 的 方式 ， 外 界 激励 为 幅 值 为 
IN， 频 率 渐 增 的 正弦 力 ， 作 用 方向 与 轴 平 行 。 以 此 代表 性 的 加 载 方式 和 代表 性 
的 观察 方式 来 揭示 不 同 材料 、 不 同 构 型 的 顶 架 的 共同 的 规律 。 
1. 谐 响应 结果 

仿真 结果 如 图 14.6.1 中 图 14.6.1 (a) ~ 图 14.6.1 (e) 所 示 。 
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(|) 工 字 形 名 合金 方 桥架 
图 14.6.1 不 同 材料 、 不 同 构 型 的 梅 架 谐 响应 曲线 图 


2. 谐 响应 分 析 


(1) 一 字形 石墨 环 氧 三 角 符 架 谐 响应 图 14.6.1 (a) 中 ， 在 10Hz 以 下 存在 4 个 
谐 响 应 频率 ， 分 别 为 一 字形 三 角 检 架 的 固有 频率 中 的 1,2 阶 频率 : 0.14Hz; 3,4 阶 
频率 : 1.56Hz; 6,7 阶 频率 : 4.88Hz; 8,9 阶 频率 ，9.98Hz; 其 中 前 两 个 谐 响 应 频 
率 处 棉 架 稳 态 幅 值 较 大 ， 分 别 为 0.2128x10 m, 0.1010x10 m, 4.88Hz 和 9.98Hz 
处 幅 值 较 小 ， 从 曲线 图 中 无 法 明显 看 出 。 

(2) 从 图 14.6.1 (b) 中 可 以 看 出 ,一 字形 石墨 环 氧 树脂 方 检 架 的 谐 响 应 频率 分 
别 为 0.19Hz, 1.86Hz, 4.18Hz, 5.71Hz， 它 们 分 别 为 桥架 的 1,2 阶 频率 ，3,4 阶 频率 ， 
5 阶 频率 和 6,7 阶 频率 ， 外 和 界 激 振 频率 为 0.19Hz 时 ， 杭 架 共 振幅 值 最 大 ， 达 到 
0.01112m。 

(3) 从 图 14.6.1 (c) 中 可 以 看 出 ， 一 字形 铝 合 金 方 棉 架 谐 响 应 频率 为 0.26Hz， 
1.54Hz，2.28Hz，4.08Hz，6.84Hz，7.41Hz， 它 们 分 别 对 应 于 析 架 固有 频率 的 1 和 2 
阶 、3 和 4 阶 、5,6 和 7 阶 、9,10 和 11 阶 。 外 界 激 振 频率 为 0.26Hz J, HTJ 
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幅 值 最 大 ， 达 到 0.7512x10“m。 . 

(4) 从 图 14.6.1 (d 中 可 以 看 出 , T JÉ r EHM RAMME: 0.29Hz, 
0.43Hz, 0.84Hz, 2.28Hz, 4.23Hz, 4.4Hz, 4.62Hz, 7.65SHz， 分 别 对 应 术 架 固有 频率 的 
1 阶 .2 阶 .3 阶 .6 阶 .7 阶 .8 阶 .9 和 10 阶 、12 阶 频率 , 外 界 激 振 频率 为 0.84Hz 
时 ， 梅 架 共 振幅 值 最 大 ， 达 到 0.6139x10 °m. 

(5) 从 图 14.6.1 (e) 中 可 以 看 出 ， 工 字形 铝 合金 方 析 架 在 10Hz 以 内 存在 8 BT 
谐 响 应 频率 ， 其 中 0~1Hz 和 4~5Hz 为 共振 频率 密集 区 ， 共振 频率 分 别 为 : 0.28Hz， 
0.62Hz, 0.82Hz, 1.76Hz, 2.2Hz, 4.22Hz, 4.34Hz, 4.62Hz， 分 别 对 应 桥架 固有 频率 的 
1 阶 、5 阶 、6 阶 、11 阶 、12 阶 、13 阶 、15 阶 、18 阶 频 率 。 外 界 激 振 频 率 为 0.28Hz 
时 ， 棉 架 共 振幅 值 最 大 ， 达 到 0.3929x10 m. 


14.7 ”结构 检 架 的 瞬 态 响应 


在 14.6 节 研 究 了 杭 架 在 频率 变化 的 正弦 激励 下 的 稳 态 响应 ， 为 全 面 考察 析 架 
对 于 各 种 外 界 激励 的 响应 情况 ， 本 节 对 杭 架 施加 了 单位 脉冲 作用 ， 进 一 步 研究 了 
析 架 的 瞬 态 响应 ， 及 在 瞬 态 载荷 作用 下 棉 架 的 衰减 性 能 。 
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(c) 一 字形 石墨 环 氧 方 析 架 谐 响 应 图 (d) 一 字形 名 合金 方 检 架 谐 响 应 图 
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图 14.7.1 不 同 材料 、 不 同 构 型 的 析 架 瞬 态 响应 图 


1. 瞬 态 响应 结果 


为 便于 观察 比较 , 对 梅 架 仍然 采取 来 端 加 载 末端 观察 的 方式 , 脉冲 大 小 为 1N， 
方向 为 y 轴 正 方向 ， 忽 略 枯 架 的 质量 阻尼 ， 认 为 术 架 的 瑞 利 阻 足 仅 由 刚度 决定 ， 
刚度 阻尼 系数 取 0.1， 同 时 研究 了 模拟 真空 环境 下 的 棉 架 自由 振动 衰减 情况 。 不 同 
材料 、 不 同 构 型 的 克 架 瞬 态 分 析 曲 线 图 如 图 14.7.1 所 示 。 


2. 瞬 态 响应 分 析 
(D) 图 14.7.1 (a) 中 ,模拟 析 架 在 真空 无 外 界 阻尼 情况 下 ， 术 架 持 续 振动 ， 基 


本 无 衰减 。 
(2) 图 14.7.1 (b) 中 ， 一 字形 石墨 环 氧 三 角 桥 架 在 阻尼 系数 为 0.1 的 情况 下 ， 
历时 200s 才 基 本 完成 衰减 。 


(3) 图 14.7.1 (c) 中 ， 一 字形 石墨 环 氧 方术 架 在 同样 阻尼 情况 下 ， 耗 时 90s 即 
完成 衰减 ， 衰 减 幅度 达 95% 以 上 。 

(4) 图 14.7.1 (d) 中 ,一 字形 铝 合 金 方 检 架 较 之 一 字形 石 黑 环 氧 方 析 架 衰减 更 
快 ， 仅 用 408， 这 主要 是 由 于 其 节 数 少 ， 材 料 横 量 大 ， 整 体 刚 度 大 的 原因 。 

(5) 图 14.7.1 (e) rB, T 字形 铝 合金 方术 架 在 40s 内 完成 衰减 ， 误 减 时 间 基 本 
和 同等 材料 的 一 字形 方 梅 架 相等 ,其 最 大 振幅 为 1.6x10 m, 比 一 字形 梅 架 要 大 (一 
字形 铝 合金 术 架 的 最 大 振幅 为 4.4x10-sm) 。 

(6) 图 14.7.1 (9 中 ， 工 字形 铝 合 金 方 析 架 和 一 字形 、T 字形 铝 合金 方 析 架 基 
本 具有 相同 的 衰减 时 间 ， 均 在 40s 内 完成 ， 振 幅 1.72x10-"m， 较 小 。 


14.8 小 结 


本 章 讨论 了 直 梁 式 架 设 梅 架 和 直 梁 式 展开 析 架 振动 频率 以 及 结构 系统 对 脉冲 
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激励 和 周期 激励 的 响应 。 研 究 了 不 同 材 料 、 不 同 空间 构 型 的 各 类 结构 术 架 的 特征 
问题 以 及 结构 桥架 的 谱 响 应 和 瞬 态 响应 的 规律 ， 并 得 到 以 下 结论 : 

(1) 空间 大 型 检 架 结构 呈 低 频 、 密 频 、 大 挠 性 等 特点 ， 是 典型 的 空间 大 型 挠 
性 结构 。 杭 架 的 谐 响 应 频率 基本 为 桥架 的 各 阶 固 有 频率 。 

(2) 空间 梅 架 结构 的 前 几 阶 模 态 主要 为 弯曲 模 态 ， 复 杂 检 架 结构 为 不 同 弯曲 
模 态 的 组 合 。 

G) 扭转 模 态 主要 出 现在 二 阶 弯 曲 之 后 ， 桥 架 的 振动 主要 由 前 两 阶 弯曲 模 态 
构成 ， 扭 转 模 态 相 对 起 次 要 影响 。 

(4) 外 界 脉 冲 激励 作用 方向 变化 时 ， 术 架 的 衰减 耗 时 也 发 生变 化 ， 这 主要 是 
是 由 于 不 同方 向 上 梅 架 的 质量 和 刚度 不 同 所 致 。 

(5) 外 界 脉冲 激励 大 小 变化 时 ， 仅 仅 影响 振动 幅 值 ， 不 影响 衰减 时 间 。 振 动 
幅 值 和 外 界 激励 大 小 呈 线 性 关系 。 

(6) 桥架 的 振动 衰减 主要 是 由 其 自身 的 刚度 、 结 构 阻 尼 所 决定 ， 其 衰减 时 间 
与 施 力 大 小 、 施 力 点 位 置 关系 不 大 。 

本 章 主要 工作 : 对 大 型 挠 性 空间 棉 架 进 行 了 频率 计算 和 模 态 振 型 仿真 分 析 ， 
证 明了 大 型 挠 性 空间 梅 架 结构 的 低频 、 密 频 的 大 挠 性 特点 ， 同 时 研究 了 各 阶 模 
态 振 型 ， 揭 示 了 不 同 材料 、 不 同 构 型 棉 架 的 振 型 规律 ， 对 大 型 挠 性 空间 杭 架 结 
构 进行 了 谐 响应 分 析 ， 研 究 了 在 频率 变化 的 外 界 正 弦 载荷 作用 下 栓 架 的 振动 情 
况 ， 结 论 表 明 当 外 界 正 终 载荷 的 频率 接近 或 者 达到 桥架 的 固有 频率 时 ， 杭 架 振 
ZARIA RERI: HAA RER EA RAET T ASD WATE 
外 界 载荷 为 矩形 脉冲 情况 下 术 架 的 振动 衰减 情况 ， 结 果 证 明 在 外 太空 近 真 空 环 
境 下 仅 靠 棉 架 自身 结构 阻尼 衰减 较为 困难 ， 必 须 对 其 实施 振动 控制 ， 以 迅速 误 
减 ， 减 小 振动 ， 恢 复 正常 的 工作 状况 。 
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14-1 空间 哥 力学 问题 的 难点 是 什么 ? 有 哪儿 种 通用 的 物理 模型 ? 
14-2 ” 直 梁 架设 式 术 架 的 动力 学 特性 有 什么 特点 ? 
14-3 ” 直 梁 式 可 展 析 架 动力 学 仿真 的 一 般 步骤 和 注意 事项 有 哪 几 点 ? 
14-4 ”结构 桥架 模 态 分 析 的 一 般 方法 是 什么 ? 
14-5 ” 试 分 析 一 字形 石墨 环 氧 三 角 桥架 和 一 字形 石墨 环 氧 方 检 架 的 模 态 特性 的 异同 点 。 
14-6” 试 分 析 结 构 杭 架 谐 激励 响应 和 瞬 态 响应 分 析 方 法 和 响应 特性 的 异同 点 ? 

14-7， 试 归纳 大 型 挠 性 空间 桥架 结构 在 不 同 激励 下 动力 学 响应 的 特性 。 
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15.1 概 述 


太阳 能 电池 翼 ( 也 称 太阳 能 电池 阵 、 太 阳 帆 板 ) 是 目前 卫星 及 飞船 上 普遍 采用 
的 供电 装置 。 基 于 铝 蜂 窝 复合 材料 的 太阳 能 电池 翼 结 构 是 当前 或 今后 一 段 时 期 内 
太阳 能 电池 恤 的 主流 结构 。 太 阳 能 电池 翼 一 般 都 具有 挠 性 、 多 体 、 大 跨度 等 特点 ， 
导致 其 具有 频率 低 、 阻 尼 弱 、 低 频 模 态 密集 等 复杂 动力 学 特性 。 

空间 太阳 能 电池 翼 结 构 可 分 为 电子 元 件 和 机 械 元 件 两 部 分 。 电 子 元 件 主要 包 
括 太阳 能 电池 片 、 电 子 线路 等 ， 其 主要 功能 是 在 太阳 的 照射 下 ， 产 生 电 能 ， 机 械 
元 件 主要 包括 基板 、 展 开锁 定 机构 、 定 向 驱动 机 构 ， 其 主要 功能 是 为 电池 片 提供 
机 械 支 撑 和 安装 定位 ， 以 及 空间 太阳 能 电池 翼 的 展开 、 锁 定 和 对 太阳 的 定向 。 对 
太阳 能 电池 辟 的 结构 动力 学 特性 分 析 来 说 ， 机 械 元 件 及 其 装配 关系 ， 以 及 空间 展 
开 后 的 拓扑 构 型 是 分 析 任务 关心 的 重点 。 

本 章 根据 太阳 能 电池 翼 的 结构 特点 ， 研 究 太 阳 能 电池 里 基 板 连 接 刚 度 的 识别 
方法 、 电 池 避 基板 半 解 析 解 、 建 立 太 阳 能 电池 翼 和 整 星 的 动力 学 特性 分 析 模 型 ， 
并 分 析 各 自在 不 同情 况 下 的 动力 学 特性 ， 为 卫星 的 挠 性 姿态 动力 学 稳定 性 分 析 与 
仿真 计算 任务 提供 所 需 的 结构 动力 学 特性 参数 。 
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大 面积 太阳 能 电池 咽 在 发 射 阶段 处 于 折合 状态 ， 入 轨 后 再 展开 锁定 成 工作 状 
态 。 图 15.2.1 给 出 了 太阳 能 电池 翼 两 种 展开 锁定 接头 的 结构 示意 简 图 .。 实践 表明 ， 
这 种 展开 锁定 机 构 会 显著 减少 太阳 能 电池 辟 基 板 癌 的 连接 刚度 ， 从 而 影响 大 面积 
太阳 能 电池 加 的 结构 动力 学 特性 , 包括 引起 辟 板 的 固有 频率 下 降 和 模 态 振 型 畸变 。 
对 于 图 15.2.1 毛 示 的 两 种 展开 锁定 接头 来 说 ， 旋 转 铵 会 显著 降低 连接 部 位 的 转动 
刚度 ， 而 滑动 匀 会 显著 降低 部 位 的 拉 伸 刚度 。 

关于 太阳 能 电池 辟 展 开锁 定 机 构 的 建 模 方 法 ， 国 内 外 许多 学 者 对 该 问题 进行 
了 探讨 ， 并 根据 研究 问题 的 不 同 需要 ， 提 出 线性 连接 动力 学 模型 ， 其 主要 包括 两 
种 不 同 的 形式 : 一 种 是 用 弹簧 、 质 量 、 阻 尼 等 集中 参数 模型 来 描述 ， 如 图 15.2.2 
所 示 ;， 另 一 种 是 建立 连接 结构 的 有 限 元 模型 ， 包 括 等 效 弹簧 连接 模型 、 等 效 梁 单 
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元 连接 模型 、 等 效 板 单元 模型 、 等 效 非 线性 弹 筑 模 型 以 及 三 维 实 体 有 限 元 模型 等。 
这 两 种 不 同形 式 的 连接 结构 线性 模型 都 可 方便 地 用 于 分 析 整 体 结构 的 固有 特性 ， 
并 可 以 用 参数 辨识 的 方法 识别 这 类 模型 的 具体 结构 参数 。 


请 移 铵 (展开 锁定 ) 


子 结构 2 


图 15.2.2 ”连接 结构 的 集中 参数 模型 


本 节 以 -~ 类 卫星 太阳 能 电池 咽 的 模 态 实验 数据 为 基础 ， 对 电池 中 的 连接 匀 链 
副 刚度 参数 进行 了 识别 。 首 先 将 连接 贸 链 副 等 效 为 均匀 无 质量 梁 单 元 ， 通 过 连接 
` 子 结 构 动 柔 度 矩阵 特征 方程 ， 建 这 了 以 界面 节点 内 力 和 界面 节点 位 移 为 未 知 数 的 
动 平衡 方程 ， 然 后 通过 子 结构 上 的 可 测 自由 度 振 型 来 计算 连接 界面 节点 力 和 节点 
位 移 ， 通 过 求解 动 平衡 方程 ， 得 到 连接 贸 链 副 的 刚度 参数 。 

显然 ， 试 图 利用 等 效 模型 完全 反映 连接 机 构 对 结构 动力 学 特性 的 影响 是 非常 
困难 的 ， 但 由 于 连接 结构 主要 是 显著 减 小 基板 的 连接 刚度 ， 从 而 影响 整体 结构 的 
动力 学 特性 。 因 此 在 分 析 中 ， 将 连接 结构 等 效 为 均匀 梁 单元 ， 并 对 该 等 效 梁 单 元 
的 质量 矩阵 和 阻尼 和 矩阵 作 如 下 假设 : 

(1) 连接 机 构 的 单元 质量 矩阵 可 以 采用 分 布 质量 矩阵 或 集中 质量 矩阵 ， 但 认 
为 该 单元 质量 矩阵 是 已 知 的 ; 
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(2) 单元 阻尼 托 阵 满足 线性 黏 性 阻尼 假设 。 

根据 以 上 假设 ， 该 等 效 梁 单元 的 参数 识别 问题 ， 就 变 成 了 等 效 粱 单元 的 刚度 
矩阵 的 参数 识别 问题 ， 从 而 简化 了 问题 的 难度 。 
1. 连接 刚度 的 动力 学 建 模 

不 失 一 般 性 ， 这 里 仅 考虑 两 块 组 合 基板 ， 如 图 15.2.3 (a) BUR, Hery g 
的 基板 R 和 基板 S 通过 两 个 匀 链 副 rs 和 mg 连接 。 取 连接 锐 链 副 rs 为 研究 对 象 ， 
其 等 效 梁 单 元 的 单元 坐标 系 和 节点 自由 度 的 方向 如 图 15.2.3 (b) 所 示 ， 其 中 单元 从 
标 系 的 原点 为 > 点，r 与 s 的 连 线 为 单元 坐标 系 的 x 轴 ， 在 太阳 能 电池 鄙 平 面 内 重 
直 于 x 轴 指 向 上 的 方向 为 y 轴 , z MEES iB SF BI, B. xz 坐标 系 构成 右手 系 。 


EREDE Í = 
TITTI] = 
===uunGsssGGG | | | 
== 
EEE 
== 
=m 
= 
=== 
| | | | 
=m 

EERE 

z w, Q” 

(a) 两 块 基板 R 和 S 及 其 连接 元 件 rs (b) 连接 元 件 的 坐标 系 、 节 点 内 力 和 自由 度 


图 15.2.3” 饺 链 副 简 化 为 均匀 粱 单元 及 单元 自由 度 示意 图 


对 空间 梁 单 元 而 言 , 每 一 个 节点 有 6 个 自由 度 , 按 图 15.2.3 (b) 中 的 符号 记 法 ， 
等 效 梁 单 元 rs 的 节点 位 移 列 向 量 定义 为 
[5], = [v.00 ,0 sss ws O00 | (15.2.1) 
HP, FE rA s 分 别 表示 和 节点 x 与 s 有 关 的 位 移 分 量 。w, v, w 和 多 ,2" ,0 分 
HERMIR RK x, y, z 方向 的 平 动 位 移 分 量 和 转动 位 移 分 量 。 
相应 的 单元 节点 内 力 向 量 定义 为 
[9], =[N Q", M", M}, MY, N,Q, OY Mi MY | (522) 
其 中 ,入 表示 单元 节点 轴 向 拉 压 内 力 ，9* 表 示 节 点 y AIH, Q” RRT R z 向 前 
J, M", M” M”, 分 别 表示 节点 内 力矩 在 三 个 坐标 方向 的 分 量 , 其 中 M" 为 扭矩 ， 
M A rxz 平面 内 的 弯 算 ，M"* 为 ry 平面 内 的 弯 矩 。 
根据 以 上 符号 定义 ， 空 间 均匀 梁 单 元 rs 和 pg 在 其 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 
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Et, EA, El, ELFI GI RIERREN SREE MA A 
度 (EJ) 和 扭转 刚度 ， 这 4 个 参数 就 是 需要 利用 试验 数据 进行 识别 的 参数 。 因 此 ， 
本 节 方 法 又 可 称 为 连接 刚度 的 四 参数 等 效 梁 单元 方法 。 

如 果 等 效 梁 单 元 的 质量 矩阵 采用 集中 质量 矩阵 假设 ， 则 其 质量 矩阵 为 


[u] 


[u] = e R1242 (15.2.4) 


其 中 


[u] — . c R44 
0.5m 
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2. 子 结构 连接 刚度 识别 算法 
采用 有 限 元 方法 ， 可 以 建立 组 合 太 阳 能 电池 没 的 自由 振动 运动 微分 方程 : 
[KI] + [CS] +M] = 0 (15.2.5) 


feo, [K], [C] 和 [MI 为 组 合 基板 (包括 基板 R、 基 板 S MGE rs 与 pg) 的 总 体 刚 
度 和 矩阵、 总体 阻 尼 和 矩阵 和 总 体质 量 和 矩阵，[g 为 总 体位 移 列 向 量 。 将 该 运动 微分 方 
程 按 基 板 R、 基 板 S， 以 及 基板 与 铵 链 相 连 的 界面 自由 度 分 其 ， 可 得 


Ka Ka 01 吕 TCR Ga 0 Ôr Mer Ma 0 Ó 
Kor Ka K| ó |+ Ga 0 Gs| ó + Ma Mi Mes | $s |=0 (15.2.6) 
0 Kog Kss S 0 CsB Css & 0 Msg Mgs ôs 


其 中 ， 下 标 R,S,B 分 别 表示 与 基板 R、 基 板 S 和 界面 有 关 的 量 。 由 于 在 式 (15.2.6) 
中 的 总 体 刚度 矩阵 中 还 有 和 贸 链 rs 与 pg 相关 的 单元 刚度 矩阵 元 素 没 有 确定 ， 因 
此 ， 还 不 能 用 式 (15.2.6) 直接 计算 组 合 太阳 能 电池 翼 的 动力 学 特性 参数 。 

ATAB rs 与 pq 的 刚度 参数 进行 估计 ， 这 里 假设 已 通过 模 态 试验 方法 测 
量 得 到 了 组 合 太阳 能 电池 辟 的 前 几 阶 结构 动力 学 特性 参数 ， 包 括 固有 频率 mw ， 模 
ERM u MRSE HE éo 

假设 基板 R 的 阻尼 矩阵 也 是 线性 笑 性 阻尼 情况 ， 当 组 合 结构 系统 以 第 i 阶 同 
有 频率 o, 做 自由 振动 时 ， 其 子 结构 R 的 运动 微分 方程 为 


(ikh tjw [Ch - o [u], {u} = ÍQ 1, (15.2.7) 
其 中 , j 为 复数 符号 ，[ 天 | [Ch 和 [M1] 分 别 为 基板 R RRE BH kE B: 8 
MEERE, [u] 对 应 于 o 的 模 态 位 移 向 量 ，{ 2 入 为 两 个 匀 链 副作用 于 基板 构 RR 
的 内 力 ， 下 标 B 表示 基板 R 与 两 铵 链 相 连 的 界面 。 定 义 如 下 动 刚 度 矩 阵 : 
[p], =[K] +jwfcl -e [M], (15.2.8) 
对 动 刚度 矩阵 求 着 ， 可 得 结构 系统 的 动 柔 度 和 矩阵 为 
(15.2.9) 


由 于 o, 是 组 合 太阳 能 电池 辟 的 自由 振动 固有 频率 ， 因 此 式 (15.2.7) 的 求 道 运算 是 
成 立 的 。 根 据 式 (15.2.9) ， 式 (15.2.7) 可 以 写成 : 
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[x] =[F J 91, (15.2.10) 


一 般 情 况 下 ， 基 板 R 内 部 节点 自由 度 的 模 态 平 动 位 移 可 以 在 试验 测量 中 ， 但 
模 态 转角 位 移 直 接 测 量 比较 困难 。 同 样 ， 连 接 部 位 的 界面 位 移 也 比较 难 测量 。 因 
此 ， 为 分 析 方便 ， 可 以 将 基板 R 的 模 态 向 量 按 内 部 节点 的 可 测 自由 度 与 不 可 测 自 
由 度 ， 以 及 界面 节点 位 移 进行 分 块 ， 可 得 


UT Fr Fm Erna Or 
u | =| Far PN Pa Qn (15.2.11) 
unje [Far Fen Feer L2 


IER, FERT, N 分 别 表 示 子 结构 R 的 内 部 可 测 自由 度 和 不 可 测 自由 度 。 对 于 自由 
振动 分 析 ， 基 板 RR 所 有 内 部 节点 自由 度 对 应 的 节点 力 分 量 为 零 ， 即 


[Qtr1l=0, [Qnl=0 (15.2.12) 
根据 式 (15.2.11) 可 得 | 

[Prej[eejs = [uh (15.2.13) 

[Fa JOs le = [ul (15.2.14) 

[Fesj[es = [je (15.2.15) 


对 于 式 (15.2.13) ，[ujr 是 基板 R 上 模 态 振 型 的 可 测 自由 度 , 是 一 个 已 知 向 量 。 
因此 可 以 利用 该 方程 确定 界面 节点 内 力 {Qs}、。。 但 由 于 式 (15.2.13) 是 一 个 行 数 远 


大 于 列 数 的 线性 代数 方程 组 ， 需 要 利用 最 小 二 乘法 得 到 其 近似 解 ， 即 


[Q] =[ Fa] [F Felul (15.2.16) 
将 式 (15.2.16) 代入 式 (15.2.14) ， 可 得 基板 尽 上 不 可 测 自由 度 的 模 态 振 型 为 
[uly =[F FrEe I Fm llu] (15.2.17) 


将 式 (15.2.16) 代入 式 (15.2.15)， 可 得 基板 R WEEE rs 和 qp 相连 的 界面 位 
移 模 态 振 型 分 量 为 


[ule = [Fps [E Era] [Fs luls (15.2.18) 


这 样 ， 利 用 基板 R 的 有 限 元 模型 ， 通 过 式 (15.2.16) 和 式 (15.2.18) ， 就 得 到 了 
第 i 阶 测量 振 型 在 界面 节点 x 和 p 节点 处 的 振 型 内 力 分 量 和 位 移 分 量 。 对 基板 S 


.456. 第 15 章 航天 器 太阳 能 电池 辟 结 构 动 力学 建 模 与 分 析 


进行 相同 的 处 理 ， 可 以 得 到 同 阶 振 型 在 另外 两 个 界面 节点 s 和 q 处 的 振 型 内 力 分 
量 和 位 移 分 量 。 

再 继续 取 连 接 铵 链 rs 的 等 效 梁 单元 为 研究 对 象 ， 当 该 单元 还 是 以 第 i 阶 固有 
频率 @ 做 自由 振动 时 ， 其 单元 运动 微分 方程 为 


([K], + jo; [C], - 0? [M], Muls = 19] (15.2.19) 


在 式 (15.2.19) 中 ， 由 于 位 移 向 量 [x],, 和 内 力 分 量 {f2} 已 经 求 出 ， 而 未 知 量 仅 是 单 
元 刚度 矩阵 中 的 四 个 刚度 参数 , BH EA, El, EL 和 GJ, 因此 , 可 以 利用 式 (15.2.19) 
获得 这 四 个 刚度 参数 的 估计 值 ， 其 等 效 形式 为 


[K] [uls =[2]s +o; [M] s -jois (15.2.20) 


式 (15.2.20) 是 一 个 12 阶 的 线性 代数 方程 组 ,但 其 中 的 未 知 常 数 只 有 四 个 ,为 求解 
这 四 个 未 知 参数 ， 需 要 对 式 (15.2.20) 进行 整理 ， 然 后 利用 最 小 二 乘法 进行 求解 。 
另外 ， 式 (15.2.20) 是 一 个 复数 方程 ， 具 体 计算 时 可 以 利用 Matlab 进行 程序 编写 ， 
以 简化 程序 的 编写 难度 。 

在 进行 等 效 梁 单元 的 刚度 参数 估计 时 ， 有 以 下 几 点 需要 说 明 : 

(l) 为 了 使 等 效 梁 单元 的 “ 面 内 刚度 参数 ”( 即 EA 和 EL 的 估计 精度 较 高 ， 
需要 利用 组 合 基板 的 面 内 挥舞 振动 模 态 进行 计算 ， 而 为 了 使 等 效 梁 单 元 的 “横向 
刚度 参数 ”( 即 EL 和 GD 的 估计 精度 较 高 ， 需 要 利用 组 合 基 板 的 弯曲 振动 模 态 进 
行 计算 。 

(2) 为 了 提高 计算 精度 ， 可 以 利用 多 个 模 态 振 型 数据 对 刚度 参数 进行 估计 多 
次 ， 然 后 取 平 均值 。 

(3) 由 于 阻尼 模型 的 引入 ， 使 得 本 节 公 式 的 计算 复杂 程度 增加 。 由 于 实际 测 
量 中 模 态 阻尼 比 非常 小 (大 多 小 于 5%), 因此 具体 进行 刚度 参数 识别 时 , 可 以 不 考 
虑 阻尼 的 影响 ， 而 采用 无 阻尼 自由 振动 分 析 模 型 进行 参数 识别 。 

(4) 对 于 本 节 所 假设 的 四 参数 均匀 等 效 梁 单元 模型 ， 也 可 以 推广 成 一 些 广 
义 梁 单 元 模型 ， 如 六 刚度 的 广义 弹 签单 元 模型 等 。 这 些 多 参数 模型 与 上 述 公 式 
的 差别 之 处 在 于 对 式 (15.2.20) 的 整理 。 本 节 之 所 以 采用 四 参数 梁 单 元 模型 ， 是 
为 了 在 随后 的 太阳 能 电池 咽 整 休 有 限 元 建 模 中 可 以 采用 MSC/NASTRAN 的 梁 
单元 。 

(5) 如 果 按 通常 的 简化 模型 , 即 基板 假设 成 为 板 单元 , 而 贸 链 假设 成 梁 单 元 ， 
则 界面 连接 节点 出 现 面 内 转角 (9”) 不 连续 的 现象 ， 但 对 于 本 书 研究 模型 来 说 ， 由 
于 在 基板 的 边界 同时 存 一 周 梁 单元 ， 所 以 模型 面 内 转角 自由 度 是 连续 的 。 
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3. 算 例 

采用 以 上 连接 刚度 参数 识别 模型 ， 利 用 模 态 参数 测试 数据 对 一 类 卫星 的 太阳 
能 电池 尾 展 开锁 定 机 构 的 刚度 进行 了 参数 识别 。 以 便 为 随后 的 太阳 能 电池 辟 整 体 
结构 动力 学 分 析 的 有 限 元 建 模 ， 提 供 较为 精确 的 展开 锁定 结构 刚度 参数 ， 从 而 提 
高 卫星 太阳 能 电池 翼 模 态 参 数 的 预 估 精 度 。 

1) 验证 性 计算 

为 检验 本 方法 的 有 效 性 ， 首 先 构造 了 如 图 15.2.4 所 示 两 块 薄板 的 组 合 模型 。 
假设 单 块 板 的 长 度 为 2m, AEX 1m， 厚 度 为 0.01m。 板 为 为 铝 合金 材料 ， 杨 
氏 模 量 为 70GPa， 密 度 为 2700kg/m*， 泊 松 比 为 0.3。 板 周边 粱 单元 的 截面 尺寸 为 
0.005m X 0.01m， 材 料 也 为 铝 合金 材料 。 


27 _ 128 129 130 131 132 61 62 
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计算 模型 中 单 块 板 被 均匀 划分 为 50 个 四 边 形 四 节点 板 单元 , 在 双 板 模型 的 第 
72 节点 和 第 1 节点 、 第 132 节点 和 第 61 节点 之 间 连 接 有 等 效 梁 单元 ， 梁 单元 的 
KÆ L( 即 双 板 间距 ) 为 0.05m. P E G SE A A 7e A A fa B f 刚度 为 


4 57x10 Nm, 垂 面 弯 昌 拉 伸 刚 度 为 一 “= 2 1x103 Nm/rad， 侧 面 挠 曲 刚 度 为 
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E =2.1x10 Nmvtad, 扭转 刚度 为 号 =1.4x10? Nm/rad，。 


采用 有 限 元 方法 计算 得 到 了 该 双 板 模型 的 前 20 阶 固有 频率 和 相应 的 模 态 振 
型 。 最 后 选择 第 1 阶 、 第 2 阶 和 第 4 阶 振 型 识别 连接 梁 单 元 的 怀 面 ( 绕 y 加， 结合 
图 15.2.4) 弯 曲 刚度 ， 利 用 第 3 阶 和 第 7 阶 振 型 识别 粱 单元 的 扭转 刚度 ， 而 利用 第 
10 阶 、 第 13 和 第 15 阶 振 型 识别 梁 单 元 的 拉 伸 和 侧面 ( 绕 z 轴 ) 弯 曲 刚度 。 

由 于 本 节 算 法 是 采用 测量 振 型 进行 连接 刚度 识别 ， 其 振 型 就 不 可 避免 的 含有 
测量 误差 。 因 此 在 进行 连接 刚度 识别 的 算 例 分 析 中 ， 分 别 对 振 型 施加 了 一 定 的 误 
差 干 扰 。 表 15.2.1 给 出 了 不 含 干扰 误差 和 含有 5% 干 扰 误差 情况 下 的 识别 结果 。 


表 45.21 双 板 模型 连接 梁 单元 的 刚度 识别 结果 


振 型 无 干扰 误差 
序号 刚度 参数 单位 预 估 结 果 理论 值 误差 
1 EMS H (EL) N:m/rad 2.105 x 10° 2.10 x 10° 0.25% 
2 侧面 挠 曲 (EL/L) N:m/rad 2.051 x 10° 2.10 x 10° 2.5% 
3 钠 向 扭转 (GVD) N:m/rad 1.376 x 10° 1.40 x 10 1.7% 
4 PR (EA/L) N/m 6.974 x 10° 7.00 x 10° 0.37% 
振 型 含 5% 的 干扰 误差 
序号 刚度 参数 单位 预 估 结果 理论 值 误差 
1 ERS H EL) N-m/rad 2.116 x 10° 2.10 x 10° 0.78% 
2 mEt (EL) N-m/rad 2.211 x107 2.10 x 10° 5.3% 
3 Ahit (GJL) N:m/rad 1.331 x 10° 1.40 x 10° 4.9% 
4 APLE (EA/L) N/m 7.06 x 107 7.00 x 10% 0.86% 


从 表 15.2.1 中 所 给 结果 可 以 看 出 ， 连 接 梁 单元 的 刚度 识别 精度 还 是 较 高 的 ， 
特别 是 连接 梁 单 元 的 拉 伸 刚度 和 重 面 弯曲 刚度 , 它们 的 识别 误差 均 在 1% 以 下 。 但 
相 比 之 下 ， 扭 转 刚 度 和 侧面 弯曲 刚度 的 识别 精度 要 低 一 些 。 由 于 垂 而 弯曲 刚度 是 
影响 组 合板 低频 的 主要 因素 ， 换 名 话说 ， 组 合板 的 振 型 和 频率 对 垂 面 弯 曲 刚度 非 
常 敏感 ， 且 所 计算 出 的 低 阶 振 型 绝 大 多 数 (如 第 1 阶 、 第 2 阶 、 第 4 阶 、 第 5 阶 、 
第 6 阶 等 ) 都 是 组 合板 的 垂 面 弯 曲 振 型 ， 因 此 这 个 刚度 参数 识别 精度 较 高 。 对 拉 什 
刚度 而 言 ， 由 于 用 于 该 刚度 参数 识别 的 第 10 阶 、 第 13 阶 和 第 15 阶 振 型 是 组 合板 
的 纯 平 面 振 型 ， 振 型 的 计算 精度 非常 高 ， 所 以 预 估 精度 也 高 。 同 样 ， 由 于 组 合板 
的 低 阶 振 型 对 其 侧 向 刚度 和 扭转 刚度 敏感 度 相 对 较 低 ， 因 而 识别 的 精度 也 相对 低 
些 。 从 表 中 还 可 以 看 出 ， 振 型 误差 对 刚度 的 识别 精度 也 是 有 一 - 定 影响 的 ， 当 振 型 
含有 5% 的 干扰 误差 时 , 侧 向 弯曲 刚度 和 扭转 刚度 的 识别 误差 已 接近 或 超过 了 5%. 
但 对 于 拉 伸 刚度 和 垂 面 讨 曲 刚度 来 说 ， 参 数 识别 结果 具有 很 强 的 抗 干扰 性 。 
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2) 应 用 例子 

如 图 15.2.5 所 示 的 一 类 卫星 太阳 能 电池 翼 的 展开 锁定 机 构 ， 下 面 进 行 该 结构 
的 连接 刚度 识别 。 其 模 态 数据 由 试验 测试 得 到 ， 有 具体 计算 时 分 乔 利 用 了 前 4 阶 弯 
曲 振动 模 态 和 前 3 阶 面 内 挥舞 振动 模 态 。 由 于 试验 所 能 获得 的 试验 模 态 测 点 数 较 
少 ， 利 用 试验 模 态 的 扩展 技术 ， 可 将 组 合 基板 的 平 动 位 移 全 部 模 态 扩充 来 得 到 数 
据 , 而 转角 位 移 则 被 当做 不 可 测 自由 度 。 另外 在 进行 预 估 时 采用 的 是 无 阻尼 模型 。 
连接 刚度 的 参数 辨识 结果 见 表 15.2.2。 


图 15.2.5 ” 板 间 展开 锁定 机 构 坐 标 系 
R 15.2.2 ”连接 刚度 的 参数 辨识 结果 


序号 刚度 参数 预 估 结果 ” 单位 
| AAH. El, IL) . 1.67 x 103 Nmrad 
GA y ahas RIE) 
2 Í| TB13 RH ( EL IL ) 2.87 x 101 N:m/rad 
( 绕 z AE RIE) 
轴 向 扭转 (GJ/L ) à ， 
3 ( 绕 轴 招 转 刚度 ) 388x10 Mi 
, hAIRE ( EA/L) 1.06 x 10 N/m 


(x 轴 拉 不 刚度 ) 


从 刚度 预 估 数 据 中 可 以 看 出 ， 连 接 匀 链 副 的 垂 面 弯曲 刚度 是 非常 低 的 ， 它 比 
侧面 找 曲 弯曲 刚度 小 一 个 数 景 级 。 由 于 垂 面 刚度 是 引起 太阳 能 电池 中 找 性 的 最 主 
要 因素 ， 因 此 ， 它 的 较 精 确 预 估 是 非常 重要 的 。 另 外 ， 连 接 贸 链 的 轴 疝 拉 上 压 刚 度 
比较 大 ， 该 刚度 会 影响 太阳 能 电池 愤 的 面 内 挥舞 振动 模 态 。 

太阳 能 电池 豆 展 开锁 定 机 构 的 连接 刚度 数据 是 影响 电池 避 结 构 动 力学 分 析 建 
模 的 最 重要 因素 ， 为 此 本 节 利 用 模 态 振 型 测试 数据 ， 建 立 了 该 连接 刚度 参数 预 信 
的 理论 模型 ， 并 用 数值 算 例 说 明了 该 识别 方法 的 有 效 性 。 
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有 关 太 阳 能 电池 咽 结 构 动力 学 特性 分 析 的 数学 建 模 问 题 ， 目 前 主要 有 解析 建 
模 和 数值 建 模 两 种 方法 。 解 析 建 模 主 要 将 其 简化 为 “等 效 梁 、 板 模型 ”( 针 对 刚性 
基板 的 太阳 能 电池 贾 ) 和 “ 梁 十 等 效 张力 膜 模 型 ”( 采 用 半 刚 性 基板 的 太阳 能 电池 
38) 。 

但 相 比 之 下 ， 数 值 建 模 分 析 方 法 在 工程 实际 中 更 为 普遍 。 在 找 性 结构 振动 控 
制 研究 数学 建 模 中 ， 广 泛 采用 等 效 梁 、 板 模型 。 而 在 单纯 的 结构 动力 学 特性 分 析 
中 则 大 多 采用 有 限 元 数值 模型 ， 同 一 结构 但 不 同 的 分 析 任 务 会 采用 不 同 的 分 析 模 
型 ， 不 同 分 析 模 型 间 又 具有 相互 补充 的 作用 。 本 节 为 风云 卫星 太阳 能 电池 辟 动 特 
性 分 析 建 立 了 半 解 析 模型 ， 并 计算 得 到 了 组 合 基板 的 结构 动力 学 特性 参数 。 


1. 运动 微分 方程 
对 于 采用 刚性 基板 的 太阳 能 电池 姻 , 可 以 采用 简化 的 解析 建 模 方法 进行 分 析 。 


例如 ， 对 于 电池 辟 的 弯曲 振动 ， 可 以 建立 如 下 的 解析 分 析 模 型 。 
(1) 两 块 基板 ， 被 等 效 为 正 交 各 向 异性 板 ， 其 自由 振动 微分 方程 为 


DB4w twp, twp, twn, 
D — Ë 4 4D ô Pei L 2(Do +2Du)- op + 4D 9 YP: 
Ox Ox Oy òx Oy OxOy 
D4w 3w . 
+D Pip Of- 一 天 =0 (i=1, ID (15.3.1) 
2 3⁄4 人 on 


其 中 Di, Dis , Diz Di, Daso Da 为 基板 的 等 效 刚度 参数 ， 具 体 计算 方法 可 参考 任 
一 复合 材料 力学 教材 ，p,i 为 等 效 为 正 交 各 向 异性 板 的 密度 和 厚度 ，wp, 为 板 的 横 
向 弯曲 振动 位 移 、 下 标 =I U 表示 左右 两 块 半 刚 性 基板 。 

(2) 连接 粱 元 件 ， 包 括 弯曲 振动 和 扭转 振动 两 部 分 。 


_ 8twy awg 
弯曲 振动 ; EI — B 4 pA — B0 
Ox ot 
_ 20, Oy 
扭转 振动 : G- Izp 5 (7=L IJ) (15.3.2) 
x 


其 中 ，E7 ,G ,p ,4 分 别 为 连接 梁 单 元 的 弯曲 刚度 、 剪 切 模 量 、 密 度 和 截面 面积 , wp 
为 梁 的 横向 弯曲 振动 位 移 ， Oy 为 梁 的 扭转 振动 位 移 ， 下 标 7 =, I 表示 上 下 两 个 
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连接 梁 元 件 。 

(3) 位 移 连续 条 件 。 两 块 基板 和 两 根 连接 梁 元 件 在 4, B, C, D 四 点 位 移 及 转 
角 要 连续 。 例 如 在 4 点 应 该 有 

挠 度 相 等 : 


Wa = W| (UA) (15.3.3) 


转角 相等 : 
Wpis = Wgix > Wp. = B, (A 点 ) (15.3.4) 
式 中 “ 口 ,xz”,“ 口 ,y” 分 别 表示 某 分 量 “ 口 ”对 *x 和 > 的 导数 。 


(4) 边界 条 件 。 梁 元 件 不 需要 提供 独立 的 边界 条 件 。 两 块 基板 需要 提供 边界 
条 件 ， 如 果 是 分 析 非 约束 模 态 ， 则 基板 四 边 取 自由 边界 条 件 为 


2 2 
0 Wri 0 Wri =0 (=LI) (15.3.5) 
Ox ay“ |r 
3 3 
Ó Wp; +(2 Jê Wpi =0 (i=LU) (15.3.6) 
3 #4 2 
Ox OxOy r 


其 中 ， 太 表示 四 条 自由 边 。 

将 以 上 微分 方程 式 (15.3.1) 和 式 (15.3.2) 、 位 移 连 续 条 件 式 (15.3.3) 和 式 (15.3.4) 
及 边界 条 件 式 (15.3.5) 和 式 (15.3.6) 联合 ， 经 过 复杂 的 数学 推导 ， 可 以 得 到 太阳 能 
电池 翼 模 态 参数 计算 简化 模型 的 解析 或 ( 半 和 解析) 解 ， 其 求解 难点 在 于 满足 位 移 连 
续 条 件 和 基板 边界 条 件 两 方面 。 


2. 半 解 析 建 模 


同样 针对 电池 辟 的 等 效 简化 模型 (图 15.3.1 (a) ) ， 可 以 利用 半 解 析 方 法 求解 电 
池 翼 的 模 态 参数 ， 如 条 形 传递 函数 方法 。 之 所 以 采用 半 解 析 方法 分 析 电 池 辟 的 模 
态 参 数 ， 是 因为 半 解 析 方法 比 解析 方法 在 处 理 复杂 边界 条 件 方面 适应 性 强 ， 且 又 
比 数值 方法 计算 精度 高 。 

就 如 图 15.3.1 (a) 所 示 的 太阳 能 电池 翼 结 构 动 特性 分 析 的 传递 函数 方法 来 说 ， 
只 是 两 块 基板 需要 划分 为 条 形 单元 进行 半 解 析 求 解 ， 两 根 连接 梁 元 件 仍然 是 解析 
求解 。 

对 基板 I 和 基板 HI,“o” 表 示 边 界 结 点 ， 其 边界 条 件 已 知 ;“*” 表 示 与 梁 相 连接 
的 结 点 ， 称 为 公共 结 点 ， 其 结 点 内 力 与 结 点 位 移 待 求 。 
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(a) 两 块 基板 连接 模型 (b) 采用 条 有 形 传 递 函 数 方法 的 分 析 模 型 
结 线 i+1 = 
结 线 i © 


(c) 条 形 单元 
图 15.3.1 ”太阳 能 电池 翼 的 半 解 析 分 析 模 型 
下 面 遂 过 传递 函数 方法 分 别 建 立 得 到 深 元 件 和 板 元 件 间 公共 结 点 内 力 分 量 与 
位 移 分 量 之 间 的 关系 (图 15.3.2). 


Ma 


图 15.3.2 B BU r CU 


对 于 图 1532 所 示 的 染 单 元 48， 设 其 端点 4 的 位 移 向 量 是 
T 

eu| 两 端点 对 应 

B 


Ow 


Bx 


T 

6 su oa = 

u4 -|w a ， 端 点 B 的 他 移 向 虹 是 mg =|, 
A 


的 结 点 内 力 向 量 Naa W Nes 分别 为 N. =[@4, M I M.A] ,Nsg = 
[Os Ms, Mys] ， 其 中 w 为 梁 的 挠 度 ，6w 9953928688, MAB, Mya 为 扭矩 
下 标 “,a4”"，“,as” 的 第 一 个 B 表示 是 梁 (beam) ， 第 二 个 下 标 表示 是 梁 的 两 个 端点 
位 置 。 利 用 传递 函数 法 很 容易 建立 深 单 元 内 任 一 点 的 位 移 和 内 力 分 量 与 端点 位 移 
之 间 的 传递 关系 为 
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w(x) | 
dw(x) 
d 
On (x) -mo 
QG) "s 

M(x) 

My(x) | 
其 中 五 (x,w) e R% 是 边界 传递 函数 矩阵 ， 它 表示 在 端点 4 和 8B 某 -方向 上 施加 
单位 位 移 , 在 梁 内 任 一 点 x 上 所 产生 的 变形 和 内 力 分 量 , 百 (x, o) ,Hg (x, @) , 
Ha (x, ©) , H iva (x, @) ER” X H,(x, o) 的 分 块 子 矩阵 ，w 为 振动 圆 频率 ， 下 
标 工 表示 AB 深 单 元 。 式 (15.3.7) 中 令 x= xy ， 则 等 式 左 端 向 量变 为 


[Hauo Huo) | fu, (15.3.7) 
_ " .3. 


Hiya (x, o) Hing (x, w) 


dw(x,) T 
—, Oí, (x,), Q(x,), M(x,) M,(x, )| 


seo 
该 向 量 也 就 是 由 梁 端 点 4 WJ ua 和 内 力 Na 组 成 的 列 向 量 ( 图 15.3.3) ， 即 


dx 


T 
[wen dwa) Oy (x4), Q(x,), M(x4) myn] a (15.3.8) 


BA 


wpl(xe Ye) 


(cy) 


@(xceyc) 


(a) 节点 CC 的 位 移 分 量 (b) 节点 4 和 CC 的 内 力 分 量 
图 15.3.3 公共 点 的 内 力 与 位 移 分 量 
这 样 , 由 (15.3.7) 式 可 得 梁 AB 之 端点 4 的 内 力 与 该 梁 两 端点 4 和 8B 的 位 移 满 
是 如 下 关系 式 : 
Npa = Hv (X430® ) u, + H ya (x ,,@) up (15.3.9a) 
同 理 ， 可 得 梁 AB 的 端点 B、 梁 CD 端点 CA D 的 内 力 与 端点 位 移 之 间 的 关 
系 为 
N pg = Hiwa (Xp,® ) u, + H ya (xp,O) up (15.3.9b) 


Nge =H iyc (xc,@ ) uc + H yp (xc,@) up (15.3.9c) 
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Nap = H iyc (Xp;@ ) uc + H yp (xp;O) up (15.3.9d) 


其 中 , Hyco): Hyppa ) e R> XA CD 的 边界 传递 函 矩 阵 Hyo ) ER” 
WIRT, Hio ) 同样 表示 端点 位 移 与 粱 任 一 点 位 移 和 内 力 之 间 的 传递 关 
R, FRUIRE CD RAT. 

对 于 已 划分 成 条 形 单元 的 两 块 基板 ， 其 传递 函数 分 析 方 法 比 梁 元 件 复杂 ， 但 
仍然 能 建立 公共 结 点 的 未 知 内 力 与 公共 结 点 的 未 知 位 移 之 间 的 传递 关系 。 

对 于 如 图 15.3.1 (a) 所 示 的 基板 I， 除 公共 结 点 4 和 C 外 ， 其 他 结 点 边界 条 件 
是 已 知 的 (为 自由 边界 条 件 ， 边 界 无 外 力作 用 ) 。 显 然 ， 如 果 我 们 假设 基板 I 的 公 
共 结 点 4 和 C 的 位 移 已 知 , 分 别 等 于 梁 端点 位 移 u, 和 wc( 板 梁 间 公共 结 点 位 移 连 
续 性 要 求 )， 则 基板 了 的 解 唯 一 确定 。 利 用 传递 函数 方法 可 以 推导 出 基板 I 内 任 一 - 
结 线 上 的 位 移 和 内 力 分 量 与 未 知 公 共 结 点 位 移 向 量 之 间 的 关系 为 


w(x, 7) | 
Ow(x, y) 


0 
x kapas a e] (15.3.10) 


Qy (x,y) |= 
OD) Hpiwa (Xs y,@) Hye (x,y, @) Uc 


M(x,y) 
My (x,y) | 


HP, RE y EI RR y RRRA RERE y E. H (15.3.10 S(x, y) 
分 别 等 于 公共 结 点 的 坐标 ， 可 得 结 点 内 力 与 结 点 位 移 之 间 的 关系 为 


Npa H pya ya @ ) u, + Hyyc(x,, $4 10 ) uc (15.3.11a) 
Npc Hpac yc,@ ) n, + H,uwc (xc, Yc ,@ ) ue (15.3.11b) 
同 理 ， 可 得 基板 U 公共 结 点 B 和 了 D 的 内 力 与 端点 位 移 的 关系 为 
Npe Hpg (Xp, pps0 ) Up + Hpiwp(Xg, Yg 0 ) up (15.3.11c) 
Npp Hpinp (xp; Yn: ) Ug + Heiwp (Xp, Yp +O ) up (15.3.11d) 


其 中 , FIR P 表示 板 (plate) 元 件 ， 下 标 工 和 开 分 别 表示 两 块 基板 ， 下 标 4 B,CD 
表示 公共 结 点 。 根 据 公 共 结 点 A, B,C, 万 的 力 平衡 条 件 ， 有 


Npa Ny, =0, Nge- Npgp = 0 


(15.3.12) 
Ngc - Npc =0, Ngo ~ Npp=0 
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综合 式 (15.3.9) 、 式 (15.3.11) 和 式 (15.3.12) ， 可 得 公共 结 点 A, B, C, 的 位 移 
向 量 需 要 满足 如 下 方程 : 


Hiva(x4,®) — Hii, (x,, ya Í @) Hing (x ,,@) 
Hiva (xs,@) Hyg (xs,@) — Hone Xp, ys,G@) 
—Hhpiwa (xc, yc, G) 0 
0 —Hynxsa (xp; yp; @) (15.3.13) 
-Hpne (x4, ya @) 0 HA 
0 —-H,usp (Xp, ya, O) Up -0 
Hiwc (xe,®)— Hpiwc (xc, yc, O) Hinc) Uc 
H xc (xp, 0) Hino (xp,®) — Hpnyp(Xp, yp, 2) || up 
该 式 可 记 为 
K(@)u = 0 (15.3.14) 


EP u Fu}, us, ue, Up] 为 公共 结 点 位 移 列 向 量 ，K(@) AAH H 535 REE 
阵 。 

对 于 电池 翼 的 自由 振动 问题 ，& 必须 存在 非 零 解 ， 这 要 求 刚 度 矩 阵 的 行列 式 
值 为 零 ， 即 

det[K(w)] =0 (15.3.15) 

求解 方程 (15.3.15)， 则 得 太阳 能 电池 咽 的 一 系列 固有 频率 值 o, 。 

对 于 由 多 块 基板 组 成 的 电池 辟 结 构 ， 其 分 析 过 程 与 上 述 过 程 完 全 一 致 ， 仅 
由 于 基板 间 连 接 深 单元 增多 ， 公 共 节 点 位 移 列 向 量 式 (1$.3.14) 中 的 u 的 维 数 增 
大 而 已 。 


3. 算 例 


采用 以 上 太阳 能 电池 翼 组 合 基板 模 态 参数 计算 模型 ， 计 算 了 太阳 能 电池 可 组 
合 基 板 的 模 态 参数 。 表 15.3.1 给 出 了 单 块 基板 、 两 块 基板 和 多 块 基 板 的 模 态 参数 
计算 结果 。 

表 15.3.1 中 的 有 限 元 解 采 用 MSC/NASTRAN 软件 计算 得 到 。 从 计算 结果 可 
以 看 出 条 形 传递 函数 解 和 有 限 元 解 是 非常 一 致 的 。 就 单 块 基板 的 来 说 ， 其 前 3 Br 
弹性 振动 频率 的 半 解 析 解 和 有 限 元 解 仅 相差 0.2% 左 右 ， 第 10 阶 频率 两 者 相差 最 
K, PAA 1.8%. 

x J KB AEB RRRS, ARAE E Eras 3E 
本 上 没有 差别 。 图 15.3.4 给 出 了 单 块 基板 的 前 4 阶 振 型 图 ;图 15.3.5 给 出 了 两 块 
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表 15.3.1 太阳 能 电池 翼 组 合 基板 固有 频率 


单 块 基板 两 块 基板 三 块 基板 四 块 基 板 
半 解 析 解 有限 元 解 。” 半 解析 解 ”有 限 元 解 。 半 解 析 解 ”有 限 元 解 。” 半 解 析 解 ”有 限 元 解 
! 12.505 12.487 6.678 6.667 3.769 3.759 2.167 2.163 
2 26.252 26.200 7.465 7.449 4.334 4.320 3.169 3.160 
3 37.510 37.432 15.620 15.582 8.629 8.599 5.590 5.569 
4 65.310 64.856 20.040 19.879 10.242 10.162 7.2051 7.155 
5 88.145 87.446 25.721 25.488 16.430 16.321 9.2442 9.181 
6 88.912 88.032 29.824 29.459 18.178 17.900 12.4446 12.249 
7 102.457 101.243 38.033 37.533 22.317 22,002 16.8987 16.695 
8 109.030 108.425 48.415 48.323 25318 25.273 17.0079 16.985 
9 142819 141.872 66.337 64.972 28.323 27.747 20.660 20.137 
10 _ 152.105 150.297 68.254 66.203 31.607 30.595 23.572 22.837 


组 合 基板 的 前 4 阶 振 型 图 。 图 15.3.6 给 出 了 4 块 组 合 基板 前 四 阶 振 型 图 ， 其 第 1 
阶 振动 频率 为 2.167Hz， 相 应 振 型 是 弯曲 振 型 ， 见 图 15.3.6 (a) ;其 第 2 阶 振动 频 
率 为 3.169Hz， 相 应 振 型 是 扭转 振 型 ， 见 图 15.3.6 (b) 。 从 振 型 图 上 可 以 看 出 由 于 
展开 锁定 机 构 的 刚度 与 基板 弯曲 刚度 相 比 较 弱 ， 使 得 在 锁定 机 构 连 接 处 振 型 变化 
较 大 ， 特 别 是 电池 姻 第 1 阶 弯 曲 振 型 ， 其 4 所 基板 基本 是 刚体 位 移 模 式 ， 弯 曲 变 
形 主要 体现 在 连接 贸 链 处 。 

本 节 基 于 分 布 参数 系统 传递 函数 方法 的 基本 理论 ， 针 对 空间 结构 太阳 能 电池 
惧 的 特殊 结构 形式 ， 通 过 将 太阳 能 电池 辟 基 板 划分 为 条 形 单元 ， 将 基板 间 连 接 镶 
链 副 简化 为 均匀 深 单 元， 并 利用 条 形 单元 与 粱 单元 公共 结 点 间 位 移 连 续 与 力 平 衡 
条 件 ,建立 了 太阳 能 电池 辟 动 力学 特性 分 析 的 半 解 析 计 算 模型 。 得 到 了 太阳 能 电池 
贾 单 块 基板 和 多 块 组 合 基 板 的 模 态 参数 值 , 并 将 其 结果 与 有 限 元 结果 进行 了 比较 ， 
两 者 计算 结果 非常 一 致 。 


(a) 1 阶 振 型 (12.49Hz) ， 扭 转 振 弄 (b) 2 阶 振 型 (26.20Hz) ， 弯 册 振 型 
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型 (64.86Hz) ， 弯 用 振 型 


(d) 4 阶 


(c) 3 阶 振 型 (37.43Hz) ， 窒 向 振 型 


图 


单 块 基板 的 前 4 阶 振 型 


£] 15.3.4 


2 


sat 
NH 
HTT i 


型 (7.45Hz) , B WARA 


阶 振 


(b) 2 


(a) 1 阶 振 型 (6.67Hz) ， 捏 转 振 型 


(d) 4 阶 振 型 (19.88Hz) ， 弯 曲 振 型 


两 块 组 合 基板 的 振 型 图 


(c) 3 阶 振 型 (15.58Hz) ， 扭 转 振 型 


图 15.3.5 


(b) 2 阶 振 型 (3.16Hz) ， 扭 转 振 型 


曲 振 型 


振 型 (2.16Hz) ， 弯 


(a) 1 阶 
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(c) 3 阶 振 型 (5.57Hz) ， 弯 曲 振 型 (d) 4 阶 振 型 (7.16Hz) ， 招 转 振 型 


图 15.3.6 4 块 组 合 基 板 的 振 型 图 


15.4 柔性 组 合 基板 的 动力 学 建 模 与 分 析 
1. 单 块 电池 恤 模 型 


为 减轻 太阳 能 电池 闯 的 重量 ， 太 阳 能 电汇 骂 基 板 可 采用 半 刚 性 基板 设计 ， 
该 半 刚 性 基板 由 碳纤维 复合 材料 边框 和 Kevlar 纤维 柔性 网 状 “面板 ”组 成 ， 半 
刚性 基板 的 Kevlar 纤维 网 格 上 粘贴 有 单 片 面 积 相 等 的 硅 太 阳 能 电池 ， 如 图 
15.4.1 所 示 。 


Kevlar 纤维 网 格 镑 接头 


图 15.4.1 半 刚 性 太阳 能 电池 翼 基 板 


在 有 限 元 法 建 模 中 ， 框 架 被 用 等 效 复合 材料 单元 ，Kevlar 纤维 丝 网 材料 被 等 
效 为 均匀 的 注 板 或 注 膜 进行 处 理 ， 如 图 15.4.2 所 示 。 

太阳 能 电池 可 采用 柔性 纤维 丝 组 成 的 网 状 结构 为 基板 ， 太 阳 能 电池 片 就 条 在 
纤维 网 的 结 点 上 ， 由 于 将 纤维 网 等 效 为 厚度 仅 0.15mm 的 均匀 薄板 ， 其 弯曲 刚度 
非常 弱 。 此 时 粘贴 其 上 的 太阳 能 电池 片 刚度 和 等 效 菏 板 的 刚度 相 比 就 不 是 小 量 了 。 
为 抑制 纤维 丝 等 效 板 的 局 部 振动 ， 必 须 考虑 太阳 能 电池 片 的 刚度 贡献 。 为 此 ， 本 
节 在 计算 过 程 将 电池 片 简化 为 厚度 为 0.55mm 的 板 单元 ， 如 图 15.4.3 所 示 。 
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等 效 薄板 
或 浒 膜 


图 15.4.2 ”纤维 丝 网 格 材 料 被 等 效 为 均匀 的 薄板 


i 7⁄5 — 太阳 能 电池 片 等 


PCs | 效 板 厚 0.55mm 
— 
CR 
2 — 
LEILAS 


图 15.4.3 电池 片 等 效 薄板 


一 些 研 究 还 进行 了 单 块 翼 板 的 力学 特性 试验 ， 图 15.4.4 为 该 模拟 试验 件 的 结 
构图 。 本 节 利 用 该 试验 组 的 测试 结果 , 进行 了 单 块 太阳 能 电池 以 的 模型 修正 工作 ， 
并 利用 修正 后 的 模型 ， 对 单 块 太阳 能 电池 辟 的 静 变 形 和 模 态 特性 进行 了 分 析 。 


2. 单 块 电池 辟 的 静 变 形 分 析 


如 前 所 述 ， 单 块 太阳 能 电池 辟 的 框架 简化 为 梁 模 型 ， 柔 性 纤维 丝 按 截面 积 
等 等 效 为 0.15mm 厚 的 均匀 薄板 或 薄膜 。 进 一 步 为 考虑 太阳 能 电池 片 的 刚度 ， 将 
太阳 能 电池 片 等 效 为 0.55mm 厚 的 薄板 。 由 于 电池 片 是 粘贴 在 纤维 丝 上 ， 因 此 等 
效 电池 乒 单 元 的 实际 厚度 为 纤维 丝 等 效 厚 度 于 电池 片 等 效 厚 度 之 和 ， 为 0.7mm。 
单 块 电池 辟 总 质量 为 6.63Kg， 设 计 试 验 件 质量 基本 一 致 。 其 有 限 元 模型 共 采 用 了 
672 个 四 边 形 板 单元 (CQUAD4) 和 222 个 梁 单 元 (CBAR2) 。 表 15.4.1 给 出 了 单 块 
太阳 能 电池 辟 板 在 不 同 边界 条 件 下 的 对 称 加 载 和 非 对 称 加 载 时 的 测 点 位 移 值 。 从 
表 中 可 以 看 出 ， 在 简 支 边界 条 件 下 ， 对 称 加 载 的 计算 结果 比试 验 结果 大 ， 固 支边 
界 条 件 下 ， 计 算 结 果 比 试验 结果 小 。 当 采用 弹性 支撑 边界 条 件 时 ， 计 算 结果 与 试 
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验 结果 -- 致 。 


表 15.4.1 加载 点 位 移 


载荷 工 况 简 支 边界 条 件 辕 支 边界 条 件 弹性 支撑 试验 值 /mm 
对 称 加 载 各 15N 54.9 13.7 42.8 42.24 
非 对 称 加 载 15N 29.7 一 34.0 34.32 


图 15.4.5 给 出 了 对 称 加 载 示意 图 , 图 15.4.6 给 出 了 弹性 支撑 和 情况 下 ， 加载 点 的 
变形 位 移 值 。 对 单 侧 非 对 称 加 载 情况 ， 图 15.4.7 给 出 了 该 情况 的 加 载 示 意图 ， 而 图 
15.4.8 给 出 了 两 侧 边 弹性 支撑 下 的 变形 图 。 从 电池 翼 对 称 与 非 对 称 加 载 变 形 计 算 结 
果 来 看 ， 当 电池 器 边 界 条 件 由 简 支 (或 固 支 ) 转变 为 弹性 支撑 时 ， 计 算 结 果 与 试验 结 
果 很 接近 ， 这 与 实际 情况 是 相符 的 。 因 为 当 电池 贾 夹 持 于 支 座 槽 内 时 ， 严 格 来 说 既 
不 是 固 支 边界 条 件 ， 也 不 是 简 支 边界 条 件 ， 而 是 一 种 弹性 支撑 条 件 。 


| = 


图 15.4.5 单 块 电池 辟 对 称 加 载 静 变形 计算 图 ”图 15.4.6 单 块 电池 翼 弹 性 支撑 情况 静 变 形 图 
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图 15.4.7 ” 单 块 电池 辟 单 侧 加 载 示意 图 图 15.4.8” 单 块 电池 辟 单 侧 加 载 弹性 支撑 时 


的 静 变 形 图 


3. 单 块 电池 册 的 模 态 分 析 

通过 项 变形 分 析 ， 说 明 单 块 电池 冲 的 刚度 特性 建 模 是 基本 正确 的 。 下 面 利 
用 计算 模型 直接 进行 单 块 电池 翼 的 动力 学 特性 参数 。 表 15.4.2 给 出 了 自由 -自由 
单 块 电池 鄙 的 固有 频率 计算 值 与 试验 测试 值 ， 表 中 给 出 了 以 下 4 种 模型 的 计算 
结果 。 

(1) 框架 模型 。 为 摸 清单 块 电池 中 的 固有 频率 值 ， 首 先进 行 了 框架 的 模 态 参 
数 计算 ， 在 框 染 模 态 参数 计算 中 将 纤维 丝 和 太阳 能 电池 片 的 质量 用 非 结 构 质 量 附 
加 在 框架 梁 单 元 上 。 


表 15.4.2 单 块 电池 下 的 固有 频率 值 (单位 ，Hz) 


阶 次 框架 柔性 基板 考虑 成 薄膜 考虑 成 薄板 试验 值 
1 4.311 4.39 5.009 4.125 4.3 
2 9.165 10.12 10.838 5.389 9.94 
3 11.903 11.43 13.807 5.418 12.21 
4 19.25 20.90 22.758 5.422 一 
5 19.75 26.384 26.923 8.9806 一 
6 23.27 一 36.784 一 一 
7 28.93 一 一 一 一 
8 31.12 一 一 一 一 


该 模型 避免 了 大 量 柔 性 纤维 丝 等 效 基板 的 局 部 振动 ， 所 得 计算 结果 均 为 框架 
的 总 体 振 型 ， 其 前 4 阶 振 型 见 图 15.4.9。 
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(c) 11.903Hz (d) 19.25Hz 
图 15.4.9 ” 单 块 电池 翼 框 架 振 型 图 


(2) 柔性 基板 模型 。 该 模型 将 纤维 丝 基 板 等 效 为 薄板 ， 且 考虑 太阳 能 电池 
片 的 影响 ,将 太阳 能 电池 片 也 考虑 成 薄板 。 该 模型 由 于 考虑 了 太阳 能 电池 片 的 
刚度 ， 使 得 柔性 基板 的 刚度 提高 ， 和 单纯 考虑 纤维 丝 等 效 薄板 情况 相 比 ， 避 免 
了 许多 局 部 振 型 。 

(3) 为 考虑 纤维 丝 条 性 基板 简化 模型 对 计算 结果 的 影响 程度 ， 将 基板 简化 为 
薄膜 进行 计算 ， 计 算 中 不 考虑 太阳 能 电池 片 的 刚度 贡献 。 

(4) 将 纤维 丝 基 板 简化 为 薄板 进行 计算 ， 计 算 中 同样 不 考虑 太阳 能 电池 
片 的 刚度 贡献 。 

为 研究 Kevlar 纤维 丝 张力 对 电池 可 固有 频率 的 影响 ， 本 节 计 算 了 单 块 电池 辟 
在 侧 边 作用 拉 伸 力 情况 下 的 频率 变化 情况 ， 当 电池 咽 在 纵向 和 横向 受 不 同 大 小 载 
荷 作用 下 的 频率 计算 值 由 表 15.4.3 所 示 。 从 表 中 可 以 看 出 纵向 张力 对 固有 频率 的 
计算 结果 影响 较 大 , 而 横向 载荷 对 计算 结果 的 影响 较 小 .其 前 4 阶 振 型 如 图 15.4.10 
所 示 。 


- 473 - 


154 和 柔性 组 合 基板 的 动力 学 建 模 与 分 析 


表 15.4.3 ”张力 作用 下 的 频率 计算 值 


纵向 张力 200N/m 纵向 张力 300N/m 纵横 向 张力 300N/m 


简 支 边界 条 件 


阶 次 


2.497 


2.497 


2.371 


2.098 


8.737 


8.693 


8.529 
10.890 
16.473 
19.376 
19.832 
19.932 
21.136 
22.202 
22.552 


8.160 
10.826 
14.824 
16.481 
16.761 
16.833 
17.738 
17.739 
19.042 


13.023 
17.972 
24.018 


10.922 
17.045 
20.611 


21.176 
21.297 
22.615 
22.786 
23.819 


24.414 
25.859 
26.162 
26.919 
28.017 


10 


(a) 2.0983Hz 


(b) 8.1596Hz 


(c) 10.826Hz 


(d) 14.822Hz 


图 15.4.10 单 块 电池 翼 简 


边界 条 件 下 的 振 型 图 


4. 组 合 电池 翼 的 模 态 分 析 


以 经 过 修正 的 单 块 太阳 能 电池 豆 为 基础 ， 采 用 子 结构 建 模 方法 ， 分 析 两 快 组 
合 基板 的 模 态 参数 。 表 15.4.4 给 出 了 两 块 组 合 基板 的 前 10 阶 固有 频率 值 ,图 15.4.11 
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给 出 了 相应 的 前 4 阶 振 型 图 。 
R15.44 ”两 块 组 合 基板 的 频率 计算 什 


模 态 阶 数 频率 值 /Hz 振 型 说 明 
1 3.032 第 1 阶 纵向 弯曲 振 型 
2 4.001 第 1 阶 扭转 振 型 
3 7.341 第 2 阶 纵向 弯曲 振 型 
4 7.807 第 1 阶 横向 弯曲 振 型 
5 7.945 第 2 阶 扭转 振 型 
6 8.149 第 2 阶 横向 次 曲 振 型 


(a) 第 1 阶 纵向 弯曲 板 型 (3.032Hz) 


(e) 第 2 阶 纵 向 弯曲 振 型 (7.341Hz) (a) 第 1 阶 横向 弯曲 (7.807Hz) 
图 15.4.11 HARET 4 阶 振 型 图 


本 节 以 太阳 能 电池 辟 半 刚性 基板 为 研究 对 象 ， 采 用 有 限 元 方法 建立 了 基板 的 
初始 动力 学 分 析 有 限 元 模型 ， 采 用 模 态 试验 测试 数据 ， 对 基板 有 限 元 模型 进行 了 
BE. 采用 修正 后 的 基板 有 限 元 模型 , 分 析 了 基板 在 外 载荷 作 用 下 的 静 变 形 问题 、 
基板 的 模 态 参数 计算 问题 ， 还 利用 子 结构 方法 , 分 析 了 组 合 基 板 的 模 态 参数 问题 ， 
所 得 计算 结果 与 试验 结果 很 接近 。 
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15.5 ”一 类 卫星 太阳 能 电池 辟 的 结构 动力 学 特性 分 析 


对 于 一 些 结构 形式 比较 简单 的 太阳 能 电池 愤 ， 其 解析 与 半 解 析 建 模 方法 是 非 
常 有 效 的 。 但 对 于 一 些 结构 形式 复杂 的 太阳 能 电池 可， 采用 解析 或 半 解 析 模 型 计 
算 田 板 的 结构 动力 学 特性 参数 是 不 能 满足 工程 精度 要 求 的。 因此 以 有 限 元 方法 为 
建 模 手 段 的 太阳 能 电池 咽 数 值 建 模 技 术 在 工程 中 的 应 用 越 来 越 普遍 。 

对 于 图 15.5.1 所 示 的 太阳 能 电池 辟 组 合板 来 说 ， 如 果 采 用 有 限 元 方法 进行 建 
模 ， 可 以 充分 考虑 了 集中 质量 、 小 开 孔 、 局 部 刚性 区 等 解析 建 模 和 半 解 析 建 模 较 
难处 理 的 影响 因素 。 


等 效 梁 单 元 


图 15.5.1 模拟 电池 咽 板 的 有 限 元 单元 划分 


下 面 将 以 一 类 太阳 能 电池 辟 为 研究 对 象 ， 采 用 有 限 元 方法 建立 该 卫星 太阳 能 
电池 辟 结 构 动 力学 特性 分 析 的 有 限 元 模型 ， 计 算得 到 了 卫星 太阳 能 电池 辟 展 开 状 
态 下 的 结构 动力 学 特性 参数 ， 分 析 了 连接 刚度 、 质 量 偏心 和 基板 刚度 对 计算 结果 
的 影响 程度 。 


1. 卫星 太阳 能 电池 翼 的 结构 模型 


一 般 地 ， 卫 星 主要 由 卫星 星体 结构 、 展 开 驱 动机 构 、 三 角形 连接 架 、 太 阳 能 
电池 距 等 几 大 部 分 组 成 。 卫 星星 体 结构 采用 中 心 承 力 简 和 框架 结构 ， 主 要 包括 有 
效 载荷 舱 、 服 务 舱 和 推进 舱 三 部 分 ， 该 部 分 结构 刚度 较 大 ， 在 姿态 仿真 模型 中 ， 
卫星 被 视 为 刚体 。 卫 星 展开 驱动 机 构 主 要 包括 驱动 电机 、 了 驱动 轴 、 主 展开 锁定 机 
构 等 几 部 分 。 由 于 驱动 电机 与 卫星 星体 通过 多 个 螺栓 紧密 相连 ， 且 驱动 电机 及 驱 
动 轴 的 刚度 很 大 ， 这 两 部 分 也 可 以 当成 刚体 处 理 。 主 展开 锁定 机 构 是 弱 连 接 刚 度 
部 位 ， 其 连接 刚度 值 对 结构 模 态 参数 计算 结果 有 较 大 影响 。 卫 星 三 角形 连接 架 采 
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用 钢管 焊接 而 成 ， 可 以 采用 梁 单 元 进行 模拟 。 卫 星 太 阳 电 池 辟 采用 单 辟 非 对 称 结 
构 形 式 ， 由 四 块 基板 组 成 ， 单 块 板 为 蜂窝 夹 芯 结构 形式 。 卫 星 连接 架 和 基板 问 、 
以 及 基板 和 基板 间 均 通过 贸 链 副 相 连 ， 匀 链 副 的 锁定 刚度 较 小 ， 从 而 使 得 卫星 电 
池 辟 的 固有 振动 频率 较 低 。 


2. 卫星 太阳 能 电池 楼 有 限 元 模型 


本 节 利 用 MSC/NASTRAN 软件 建立 了 一 类 卫星 太阳 能 电池 辟 的 有 限 元 分 析 模 型 ， 
该 模型 只 包括 太阳 能 电池 辟 的 转动 部 分 ， 主 要 包括 由 四 块 基板 组 成 的 太阳 能 电池 融 、 
三 角形 连接 架 、 伸 展 结构 和 驱动 电机 等 儿 部 分 。 为 适应 卫星 挠 性 控制 及 动力 学 分 析 的 
需要 ， 其 太阳 能 电池 轻 的 动力 学 特性 分 析 有 限 元 模型 不 能 太 复杂 ， 因 而 ， 计 算 过 程 中 
对 不 同 部 件 或 元 件 进行 了 一 定 程 度 的 简化 处 理 ， 以 适应 姿态 控制 仿真 分 析 的 需要 。 

分 析 中 主要 采用 了 两 节点 粱 单元 (CBAR2) 、 四 节点 复合 材料 板 弯 曲 单元 
(CQUAD4) 、 集 中 质量 单元 (CMASS) 和 部 分 多 点 约束 单元 (RBE2) ， 以 适应 卫星 
太阳 能 电池 辟 实 际 物理 模型 简化 的 需要 ， 其 中 不 同 单元 所 模拟 的 部 件 见 表 15.5.1。 
相应 的 有 限 元 模型 见 图 15.5.2 所 示 。 该 有 限 元 模型 包括 1030 个 结 点 ，828 个 四 边 
形 板 单元 ，50 个 深 单 元 ，9 个 锁定 机 构 的 模拟 粱 单元，16 个 多 点 约束 单元 。 


表 15.5.1 卫星 太阳 能 电池 辟 不 同 部 件 的 单元 选择 


部 fF 单元 选择 说 明 
基板 CQUAD4 厚度 较 薄 ， 工 程 中 通常 简化 为 板 单 元 
二 角形 连接 架 CBAR 空心 圆 管 ， 可 以 简化 为 梁 单 元 
基板 连接 匀 链 副 CBAR 与 CMASS 粱 单元 模拟 铵 链 副 刚度 ， 铵 链 副 质量 用 集中 质量 单元 模拟 ， 放 


置 在 梁 单 元 两 端 
“多 点 约束 单元 ， 模 拟 刚 度 较 大 的 部 件 ， 如 伸展 结构 。 辣 时 多 点 
RBE2 约束 单元 还 协调 部 分 梁 单 元 与 板 单元 对 接 时 法 向 自由 度 连 续 


伸展 结构 
滩 板 连接 结 点 位 移 协调 AA 


YZ 


X 


图 15.5.2 ”太阳 能 电池 到 有 限 元 模型 
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3. 基板 建 模 


太阳 能 电池 器 的 基板 采用 蜂窝 夹 世 材料。 在 有 限 元 法 建 模 中 ， 该 蜂窝 夹 蕊 材料 
被 等 效 为 正 交 各 向 异性 材料 ， 且 只 考虑 材料 的 横向 剪 切 模 量 对 刚度 的 贡献 ， 而 不 考 
虑 面 内 拉 伸 与 压缩 刚度 和 横向 弯曲 刚度 。 计 算 模型 中 基板 采用 层 合 复合 材料 板 单元 
模型 ， 即 上 下 为 面板 中 间 为 来 芯 板 ， 如 图 15.5.3 所 示 。 关 于 蜂窝 夹 芯 材料 的 等 效 弹 性 
模 重 的 计算 全 \ 式 可 参考 相关 文献 。 当 然 蜂窝 夹 芯 材料 的 等 效 弹 性 模 量 也 可 以 采用 试 
验方 法 测量 得 到 ， 表 15.5.2 给 出 了 模型 采用 的 两 种 典型 蜂窝 材料 的 等 效 弹 性 模 量 值 。 
Kı REAREA \ 式 为 


3 
[KF = taT pha ens (k=b23) (15.5.1) 
k=1 1 


其 中 , [B] 为 单元 应 变 矩 阵 , 下 标 (k=1,3) 分 别 表示 夹 芯 板 的 上 下 面板 和 夹 芯 材料 ， 
[D 表 示 第 大 层 材料 (上 下 面板 或 夹 芯 ) 的 弹性 矩阵 ，7 表示 Jacobi 矩阵 。 


表 15.5.2 ”典型 蜂窝 夹 芯 材料 的 等 效 弹 性 模 量 


蜂 窜 规格 模 量 E/MPa 等 效 密度 / (kg/m?) 
0.04 x 4 H=8—9 150 
0.04 x 4 H.=15 174 39 
. Rx 0.04 x 4 H.=28 207 
LF2Y WATLE ets 0.05 x 5 二 5 61 
0.05 x 5 H.=15 280 41 
0.05 x 5 H.=28 372 


夹 芯 板 的 单元 质量 矩阵 计算 公式 为 
3 
[K] =D pai f f WTA] (15.5.2) 
k=1 一 


其 中 ，[WM 为 单元 形状 函数 矩阵 ，Pr 和 灰分 别 表示 第 磊 层 材料 密度 和 厚度 。 


图 1$.5.3” 夹 芯 板 单元 


计算 中 不 考虑 电池 片 和 电路 的 刚度 贡献 ， 而 将 其 质量 均匀 分 布 在 基板 上 ， 构 
成 了 MSC/NASTRAN 软件 中 所 谓 的 非 结 构 质 量 。 
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4. 连接 深 单 元 刚度 和 参数 
太阳 能 电池 翼 所 有 连接 展开 锁定 机 构 均 采用 等 效 梁 模 型 进行 处 理 ， 见 图 
15.5.4 所 示 ， 而 等 效 梁 单元 的 刚度 参数 采用 15.2 节 所 识别 的 参数 。 


图 15.5.4 ”基板 间 铵 链 副 的 等 效 梁 单元 


5. 基板 连接 粱 单元 面 内 弯曲 刚度 的 过 渡 

基板 连接 深 单 元 面 内 弯曲 刚度 的 过 渡 问 题 是 由 于 板 壳 理 论 的 直 法 线 假 设 引 起 的 。 
由 于 平板 单元 不 存在 法 向 转动 自由 度 ， 因 此 每 个 板 单元 节点 只 有 五 个 自由 度 ， 这 对 基 
板 的 非 “ 公 共 结 点 ”来 说 ，NASTRAN 软件 会 自动 去 掉 这 些 结 点 的 法 向 转动 自由 度 ， 
从 而 让 非 公共 结 点 的 法 向 转动 自由 度 不 参与 计算 。 但 对 公共 结 点 来 说 ， 由 于 深 单 元 在 
该 结 点 位 置 存在 六 个 自由 度 ， 有 限 元 计算 是 不 能 随意 去 掉 该 结 点 法 向 转动 自由 度 的 。 

这 样 对 于 板 单元 结 点 来 说 ， 其 法 向 转动 自由 度 对 应 的 刚度 为 零 ， 在 该 自由 度 
上 公共 结 点 是 一 种 铵 接 ， 法 向 转角 在 公共 结 点 处 不 连续 。 计 算 过 程 中 为 避免 该 问 
题 出 现 ， 需 要 为 板 单元 的 这 种 类 型 结 点 在 法 向 转动 自由 度 上 提供 一 定 的 刚度 。 主 
要 有 两 种 方法 ， 一 是 在 该 结 点 的 法 向 自由 度 上 人 为 增加 一 个 扭 簧 单元 ， 其 单元 的 
刚度 系数 具有 一 定 的 经 验 性 ， 男 一 种 方法 是 以 增加 刚性 区 域 的 方法 实现 法 向 转角 
的 连续 . 即 板 单元 四 个 结 点 i,j,k,! 和 连接 梁 单 元 结 点 4 共 五 个 结 点 组 成 刚性 区 域 ， 
该 区 域 只 能 有 刚体 位 移 ， 不 发 生 弹 性 变形 ， 五 个 结 点 的 三 个 转动 位 移 值 相同 ， 其 
中 法 向 转角 与 结 点 平 动 位 移 之 间 存 在 约束 关系 (约束 相当 于 提供 刚度 ) 为 
于 (15.5.3) 
Vi); YT XXX X X; 


0, = 
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其 中 , u, , v (hij, k, DEREAT x, y 方向 上 的 位 移 分 量 , x. yy (h=i j. kd) 
表示 结 点 在 x, y 方 向 的 坐标 值 。 采 用 以 上 刚性 区 域 的 方法 就 很 容易 实现 公共 结 点 
上 法 向 转角 的 连续 性 要 求 。 
6. 卫星 太阳 能 电池 机 模 态 参 数 计算 结果 

为 了 分 析 太 阳 能 电池 辟 基 板 展开 锁定 机 构 的 刚度 特性 对 计算 结果 的 影响 程 
E, 将 不 同 部 位 的 连接 刚度 (基板 间 连 接 刚 度 、 三 角 架 与 基板 间 连 接 刚度 、 驱 动 电 
机 与 三 角 架 间 连 接 刚 度 ) 进行 减 半 ， 减 为 1⁄4 进行 计算 ， 其 计算 结果 见 表 15.5.3。 

表 15.5.3 ”卫星 太阳 能 电池 层 频 率 计算 结果 


| 基板 间 梁 元 件 基板 间 染 元件 AEIR 驱 动 电机 与 一 N . 
本 计算 模型 人 人 Peeta I GRRE RIN 14 
1 0.1248017 0.1247974 0.1180122 0.1118164 0.1201872 0.1039776 0.0821 
2 0.3353773 0.3352120 0.3353424 0.3350867 0.2626123 0.2624509 0.19684 
3 0.7511546 0.7507763 00.6910836 0.7367547 0.6952232 0.6340563 0.49487 
4 0.7679654 0.7678272 00.7484119 0.7595196 0.7493420 0.732560 0.69687 
5 1.136236 1.135543 1.101320 1.076684 1.024713 00.9086098 0.7162 
6 2.164634 2.162744 2.075136 2.160467 2.143492 2.004460 1.5924 
7 2.389220 2.388237 2.139431 2.330158 2.384842 2.114771 2.0686 
8 3.075619 3.071038 3.017028 3.023798 3.067111 2.956174 2.7445 
9 4.144585 4.143518 3.496916 4.117818 4.143934 3.471703 2.8462 
10 5.287120 5.281674 4.969098 5.219583 5.287058 4.901516 4.5368 


ATOAN 86 anb RRE Sh SLIU SV PE, A A EI 
的 弹性 模 量 分 别 减 小 10% 和 $0%， 然 后 计算 太阳 能 电池 翼 的 动 特性 计算 。 另 外 由 
于 基板 制造 、 安 装 上 的 误差 会 引起 电池 器 质量 偏心 ， 分 析 中 需要 考虑 质量 偏心 对 
结果 的 影响 程度 。 计 算 中 在 保持 结构 总 质量 不 变 的 情况 下 ， 假 设 伸展 机 构 的 7kg 
质量 发 生 了 偏 移 ， 将 该 部 分 质量 全 部 按 非 结 构 质 量 分 配 到 与 连接 架 相 连 的 第 一 块 


基板 上 ， 这 与 原 计算 模型 相 比 会 造成 8em 的 质量 偏心 。 考 虑 基板 刚度 变化 和 质量 ` 


偏心 影响 的 计算 结果 见 表 15.5.4。 

从 表 15.5.3 可 以 看 出 ， 当 基板 间 展 开锁 定 机 构 的 拉 伸 刚度 减 半 ， 发 现 电池 田 
的 固有 频率 计算 结果 几乎 不 受 影响 ， 这 说 明 板 闻 展 开锁 定 结构 的 拉 伸 刚 度 较 大 ， 
该 刚度 不 是 影响 模 态 参数 计算 结果 的 主要 因素 。 | 

就 弯曲 刚度 对 结构 固有 频率 的 影响 ， 当 基板 间 连 接 刚 度 减 半 时 ( 拉 伸 刚度 不 
' E), É 1 阶 弯曲 频率 变 为 0.1180122Hz， 下 降 了 0.0068Hz ( 约 下 降 了 6%), %2 
阶 固 有 频率 化 很 小 ,这 是 由 于 第 2 阶 频 率 对 应 的 振 型 是 基板 的 面 内 “挥舞 ”振动 ， 
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该 振动 频率 主要 由 基板 面 内 刚度 和 板 间 连接 梁 的 拉 伸 刚度 决定 ， 而 受 连接 梁 的 膏 
曲 刚度 影响 较 小 ， 当 三 角 架 与 基板 间 连 接 梁 的 弯曲 刚度 减 半 时 ， 第 1 阶 弯曲 频率 
变 为 0.1118164Hz， 下 降 了 0.0130Hz( 约 下 降 了 10%) ， 这 说 明 该 连接 部 位 的 弯曲 
刚度 对 计算 结果 的 影响 程度 比 基 板 间 连 接 刚 度 的 影响 程度 大 一 些 ， 提 高 该 部 位 的 
连接 刚度 更 有 利 与 提高 太阳 能 电池 辟 的 固有 振动 频率 ; 当 驱 动 电 机 与 三 角形 连接 
架 间 连接 部 位 的 弯曲 刚度 减 半 时 ， 结 构 第 1 阶 振动 频率 变化 不 大 ， 约 下 降 
0.0042Hz， 而 第 2 阶 振动 频率 下 降 明 显 ， 下 降 了 0.0728Hz， 这 说 明 该 连接 部 位 的 
弯曲 刚度 显著 影响 结构 的 第 2 阶 振动 频率 (基板 面 内 “挥舞 ”振动 ) ; 当 所 有 连接 
部 位 的 弯曲 刚度 减 半 时 ， 结 构 的 第 1 阶 振动 频率 约 下 降 0.0208Hz。 


表 15.54 ”基板 刚度 与 电池 翼 质 量 偏心 对 太阳 能 电池 翼 固 有 频率 计算 结果 的 影响 


基板 刚度 减 小 10% 基板 刚度 减 半 偏心 8cm 
1 0.1227027 0.1093479 0.1245989 
2 0.3352542 0.3345533 0.3327501 
3 0.7215866 0.5749254 0.7450364 
4 0.7531883 0.6637384 0.7470648 
5 1.124273 1.058586 1.098378 
6 2.120940 1.834996 2.019847 
7 2.326347 1.973613 2.275105 
8 2.988704 2.636292 2.964760 
9 4.030766 3.388824 4.005998 
10 5.090197 4.120102 5.109054 


进一步 将 所 有 连接 部 位 的 弯曲 刚度 减 为 原 刚度 的 UV4, 则 结构 的 第 1 阶 振动 频 
率 变 为 0.0821Hz， 第 2 阶 频率 变 为 0.19684Hz， 对 应 的 振 型 仍然 不 变 ， 分 别 为 弯 
曲 振 型 和 面 内 “挥舞 ” 振 型 ， 第 3 阶 振 型 由 原来 的 扭转 振 型 变 为 弯曲 振 型 ， 频 率 
为 0.49487Hz， 而 其 第 1 阶 扭转 振 型 变 为 结构 的 第 5 阶 振 型 ， 频 率 为 0.71621Hz， 
与 原 结构 的 第 1 阶 扭转 振 型 对 应 的 频率 (0.7512Hz) 差别 不 大 ， 这 说 明 改 变 连接 间 
弯曲 刚度 对 结构 第 1 阶 扭转 振动 频率 的 影响 较 小 。 

从 表 15.5.4 可 以 看 出 ， 基 板 本 身 的 刚度 和 电池 辟 质 量 偏心 对 电池 辟 回 有 频率 
计算 结果 的 影响 程度 。 当 基本 刚度 减 半 时 ， 结 构 的 第 1 阶 固 有 频率 变 为 
0.1093479Hz， 频 率 下 降 0.01$45Hz， 比 所 有 连接 部 位 的 弯曲 刚度 减 半 情况 的 频率 
下 降幅 度 小 ， 这 再 一 次 说 明了 展开 锁定 机 构 的 刚度 比 基 板 刚度 对 频率 的 影响 大 。 

从 表 15.5.4 还 可 以 看 出 ， 当 基板 的 质量 偏心 8cm 时 ， 结 构 的 前 3 阶 振动 频率 
的 变化 幅度 均 小 于 1%, 仅 第 6 阶 频率 (结构 扭 振 ) 的 变化 幅度 较 大 一 些 , 为 6.67%. 
说 明 质 量 偏心 对 结构 前 几 阶 频率 的 影响 是 有 限 的 。 
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关于 横 态 振 型 计算 结果 , 这 里 只 给 出 了 本 计算 模型 的 前 10 阶 模 态 振 型 图 , 见 


图 15.5.5。 


29-00] 


(a) 1 阶 振 型 XY 截面 视图 (弯曲 振 型 ) 


一 
已 


曲 振 型 


ag 


(b) 1 阶 振 型 (0.1248Hz) , 


` aa 


ETEA 


(c) 2 阶 振 型 (0.3354Hz) ， 面 内 弯曲 振 型 
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扭转 振 型 


(d) 3 阶 振 型 (0.7512Hz) , 


2.18—-001 


扭转 振 型 


(e) 4 阶 振 型 (0.7680Hz) , 


71-001 


Z 


过 晶振 型 


(Ü) 5 阶 振 型 (1.136Hz) ， 
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(g) 6 阶 振 型 (2.16SHz) ， 扭 转 振 型 


弯曲 振 型 


(h) 7 阶 振 型 (2.389Hz) ， 


(i) 8 阶 振 型 (3.076Hz) ， 扭 转 振 型 
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(j) 9 阶 振 型 (4.145Hz) ， 弯 向 振 型 


(k) 10 阶 振 型 (5.287Hz) ， 扭 转 振 型 


图 15.5.5 卫星 太阳 能 电池 翼 的 振 型 图 


本 节 主 要 建立 了 卫星 太阳 能 电池 翼 展 开 状 态 下 模 态 参数 计算 的 有 限 元 模型 ， 
介绍 了 卫星 太阳 能 电池 辟 的 结构 模型 、 单 元 选择 、 单 元 划分 、 连 接 刚度 的 处 理 方 
法 等 几 方 面 问题 。 获 得 了 卫星 太阳 能 电池 融 模 态 参数 计算 结果 。 详 细 分 析 连 接 刚 
度 、 基 板 刚 度 、 质 量 偏心 对 卫星 太阳 能 电池 赋 振动 模 态 参数 的 影响 ， 结 果 表 明 连 
接 部 件 的 弯曲 刚度 比 基 板 刚度 对 电池 吏 模 态 参数 的 影响 更 大 一 些 ， 提 高 部 位 间 的 
连接 刚度 有 利于 提高 太阳 能 电池 翼 的 弯曲 固有 振动 频率 ; 质量 偏心 对 结构 前 几 阶 
频率 的 影响 有 限 板 间 展开 锁定 结构 的 拉 伸 刚度 较 大 时 ， 该 刚度 对 模 态 参 数 影响 
不 大 。 
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思考 题 与 习题 + 485， 


思考 题 与 习题 


太阳 能 电池 辟 展 开锁 定 机 构 的 建 模 方法 有 哪些 ， 不 同 建 模 方法 的 区 别 和 优 缺 点 是 什么 ? 
太阳 能 电池 辟 基 板 连接 刚度 的 辨识 方法 有 哪些 ， 其 原理 是 什么 ? 

刚性 组 合 基板 的 建 模 方法 原理 是 什么 ? 

和 柔性 组 合 基板 和 刚性 组 合 基板 在 建 模 过 程 中 的 主要 区 别 是 什么 ? 

对 卫星 太阳 咽 进 行 结构 动力 学 特性 分 析 的 流程 是 什么 ? 


附录 A 课程 设计 题目 


A-1 设计 一 个 实用 结构 ， 使 其 第 1 阶 固 有 频率 为 10Hz。 

A-2 ” 某 板 状 结构 的 某 阶 间 有 频率 为 20Hz， 结 合 工程 实际 提出 几 种 改进 设计 
方法 ， 使 结构 的 固有 频率 避 开 15Hz~25Hz 范围 。 

A-3 ”若干 个 质量 不 等 的 仪器 要 安装 在 均匀 梁 ( 或 板 ) 上 ， 请 确定 一 种 安装 方 
A EE (或 板 ) 的 第 1 阶 或 某 给 定 阶 固有 频率 最 高 。 

A-4 ”若干 个 刚度 不 等 的 弹簧 对 均匀 梁 ( 或 板 ) 进行 支撑 ， 请 确定 一 种 支撑 方 
式 ， 使 梁 ( 或 板 ) 的 第 1 阶 或 某 给 定 阶 因 有 频率 最 高 。 

A-5 考虑 火箭 飞行 过 程 中 气动 力 和 推力 对 固有 频率 的 影响 , 请 确定 火箭 固有 
频率 变化 规律 。 
 A-6 如 下 图 所 示 均 匀 悬 臂 梁 , 在 自由 端 有 一 个 阻挡 块 , 不 考虑 碰撞 时 能 量 损 
失 ， 请 确定 在 外 载荷 作用 下 梁 的 动力 学 响应 。 


E . A 


A-7 工程 中 经 常 将 规则 非 均 质 材料 (包括 规则 泡沫 材料 、 点 阵 材料 、 蜂 窝 材 
料 等 ) 等 效 为 均匀 材料 , 再 进行 结构 的 力学 性 能 分 析 ; 航天 结构 动力 学 分 析 中 同样 
经 常 将 一 维 析 架 结构 等 效 为 均匀 梁 进 行 结构 动力 学 特性 分 析 。 试 采用 某 种 等 效 方 
法 ， 分 析 一 维 术 架 结构 的 动力 学 特性 。 

A-8 ”起飞 阶段 ， 液 体 推进 剂 质量 占 运载 火 第 总 质量 的 90% 以 上 。 在 进行 运 
载 火 箭 结 构 动 力学 特性 分 析 时 ， 必 须 考虑 液体 推进 前 的 影响 。 试 分 析 充 液 充 压 贺 
柱 贮 箱 的 结构 动力 学 特性 。 

A-9 芸 臂 粱 受 基础 激励 作用 下 , 在 设计 激励 作用 下 该 梁 自 由 端的 加 速度 响应 
峰值 超过 设计 值 20%。 试 采用 被 动 或 主动 减 振 设 计 方 案 ， 在 保持 结构 质量 和 第 1 
阶 固有 频率 变化 不 大 的 情况 下 使 自由 端的 响应 值 不 超过 设计 值 。 

A-10 蕙 璧 梁 中 段 某 位 置 安装 了 一 个 有 一 定 质量 的 仪器 ， 考 虑 安装 松紧 程度 ` 


附录 A ”课程 设计 题目 .487 ， 
(仪器 和 梁 连 接 刚度 变化 ) ， 确 定 梁 - 仪 器 组 合 结构 动力 学 特性 的 变化 规律 。 
A-ll 两 个 子 结构 串联 式 连接 ， 要 使 子 结构 组 合体 的 第 1 阶 固 有 频率 大 于 
20Hz， 合 理 选 择 两 个 子 结构 的 动力 学 特性 参数 。 


A-12 周期 性 平面 网 状 刚 架 ， 如 果 某 根 杆 出 现 性 能 偏差 (包括 刚度 与 质量 偏 
差 ) ， 分 析 该 平面 网 状 刚 架 的 动力 学 特性 参数 变化 规律 。 
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3 放大 
k, cos? @, + k, sin? 0) 2 + —12 cos? 0, = 0 


mm, 
5 — 0 
0 
0 
0 


> 

个 
大 一 一 一 
@ c 一 
S —— E aa 
= o o 
F —— 
Jt $S s: 
— = — = | — 

+ 

~| 

l 
Sb 

W 


3-7 a: 
| -fe 2 
3-8 四 = Bo- ` = H; 


(1,1,1)7, a 5 


3-9 = 03s 几 ,am = [Eo -197| 


0.2819 0.4772 -0.8491 


0.4044 e eS 0.4772 Aa 0.3695 


Vm m 


0.5447 -0.4772 —0.0548 


1 
X = — 
1 Jh 
3-10 提示 ; X; MX, =0 (j=1,2,3; Bi 
3-11 H& 

3-12 c<2.24x10N-s/m 


6.088 EI 
I \ Gm+12.355m)l 


0.4804 
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4 
Jijé a — 证 明 略 
中 mraodj 
8 
第 4 章 : 
w lg 
m Oz 4 |x 0 
R. £ | a 5 o| | MO 
二 好 ČKR G 
4 16 
AAR al 2p i -LMA 
(02) 4 É 4 1 He 16 16 H L 
A my 2 = 2 17 Lo LMA 
4 P 4 P 16 16 L 


PE ” + M) + Mlëcoso - Mlo’ sing = 0 
M’ + Mikcoso + Mglsino = 0 
i a - Mr? — Mro? sin? 0- Mgcos@ +k(r— l) = 0 
(ml? + Mr2)0 + 2 Mriĝ-— (ml? + Mr2)o? sin @cos0 + (ml + Mr)gsin@0 = 0 
M, = 2[mË + Mr’ Jobsin @cos @ + 2 Mro sin2 0 


5 am Sl ae Tae e sa, N 2kL Jx] To 
z 5 a |+ . |+ z 
mL 了 7 O| [eL cP ||O| |2kL 2k +mgL lo| |o 
M ypa M qea ¿s 0 
js 3 4 ME I E 
4 P 
4-6 (1) W; 
pAL Š TEA Š 2p,L 
ale H 2L k -T 
0 24 |b 27° EA || 0 
0 a Ee ni 
2 L 
pAl pAl 4EJ 4 6EJ 3% Pal 


| 
pAl pAl |] |68] 3T, 12E7 9T, 7; 


6 7 P 3 P s 4 
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ș = bg sinacosa -mg OSa 
= — " mgsmnacosa R= n2 
m +m sin z b =— m, +m Sm z 
4-8 >> m +m sin” a ; 2 
(m+m)gesin a |. mm, cos” a 
= 2 = 0 R =| m +—— 
m +m sin” a m, +m sin” z 
4-9 8m mm, g .Ma (m, + ms) — 4mm; 
mi (m, + m,) + 4mm, ` m (m, + m,) + 4m,m, 
4-10 Hë 
第 $ 章 : 


5-1 Xi=—3, Xs=1, X3=2, X4,=1 

5-2 x(D=[1,2,3,4] 

5-3 ÀAi==22.536 532, xi==[0.748 2 , 0.649 7 , 1]! 

5-4 (1) u= (0.707 107 96, -1, 0.707 107 96)", 1 =3.414 2; 
(2) u= (1, 0.714316, -0.249 895)", 4,=6.000 837 


3 0 0 
5-5 ”特征 算 阵 为 |0 0 0 
0 0 0 
5-6 四 =10.95 | Ë ,mw =50.20 EJ 
pAL pAL 
5 4.1231 0 0 


4.1231 78823 -4.0276 0 
TI O -40276 7.3941 2.3219 

0 0 23219 1.7236 
5-8 ”两 个 ，A1=2，4,=4 (M3=6) 
5-9 X10.146 447, b=[0.25 0.50 0.603553 0.7071] 
5-10 H& 
5-11 W% 
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第 7 =: 
7-1 H& 
7-2 M 
7-3 W 
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0.9415 JEI 4.4335 JEI 
7-4 ~az 5 — 一 
l Pi l Pi 


1 9k 
7-5 a= t= a=, o -1% o =— 


2m m 
7-6 W 
7-7 wi=0.39018,，w2=0.76537 
7-3 œ, =0.198, œ, =1.0, @=1.555 
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第 9 章 : 
9-1 ”中心 差分 法 的 到 各 时 刻 位 移 (单位 ，s) : 


时 刻 At 2At 3At 4At 5At 6At TAI BAr 9At 104r 
D 0 0.0307 0.168 0.487 1.02 1.70 2.40 2.91 3.07 2.77 
alt 
0.392 1.45 2.83 4.14 5.02 5.26 4.90 4.17 3.37 2.78 

9-2 i% 

9-3 

Newmark 方法 。 

取 时 间 步 长 为 At=0.28s 时 : 
时 刻 At 2Af 3At 4At 5At 6At 7At 8At 9At 10A 


0.00673 0.0505 0.189 0.485 0.961 1.58 2.23 2.76 3.00 2.85 
0.364 1.35 2.68 4.00 4.95 5.34 5.13 4.48 3.64 2.90 


取 时 间 步 长 为 At=28s 时 : 


时 刻 At 2At 3At 4At SA 6At 7At BA? 9At 10At 
O 1.99 0.028 1.94 0.112 1.83 0.248 1.67 0.429 1.47 0.648 
ait, 
2.99 0.045 5.90 0.177 5.72 0.393 5.47 0.685 5.14 1.04 
Wilson 0 方法 。 
取 时 间 步 长 为 At=0.28s 时 : 
时 刻 At 2At 3At 4At 5At 6At 7At 8Ar 9At 10Aż 
W 0.00605 0.0525 0.196 0.490 0.952 1.54 2.16 2.67 2.92 2.82 
a 
0.366 1.34 2.64 3.92 4.88 5.31 5.18 4.61 3.82 3.06 
取 时 间 步 长 为 At=28s 时 : 
时 刻 At 2At 3At 4At 5At 6At 7At 8At 9At 10At 
al 1.09 2.82 -2.61 5.86 -4.47 6.59 —4.38 5.97 —3.46 4.92 


1123 —834 674 —519 406 —308 242 —181 144 -105 


alt) 
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9-4” 取 时 间 步 长 为 At=0.28s HF: 


时 刻 At 2At 3At 4At 5At 6At 7Ar 8At 9At 104z 
0 0.0307 0.167 0.461 0.923 1.50 2.11 2.60 2.86 2.80 
0.392 1.45 2.80 4.08 5.02 5.43 5.31 4.77 4.01 3.24 


取 时 间 步 长 为 At=28s 时 : 


时 刻 At 2At 3At 4At SA! 6At 7At 8At 9At 10At 
2.19 2.92 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 
2.24 3.12 3.00 3.00 ` 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 
9-5 略 
9-6 W 
9-7 略 
F. 
9-8 -— ee _a2 -a + a? cos Oo, t + ao, sinw,t] 
ma; (a” + 0) 
2F. j 
OR TERET ， t<h/2 
moto Op 
2Fy t 1 
99 x(t)= I la sbs 2sin o, [= 区 -可 wu , t /2<t <t 
moto to 0 加 2 
2F. 
7 sa, [ l. -sin @,t ~ sin(t — | t <t 
met. 
4 S Le =l 
9-10 (l) F@ =— > —(—-) 2 cos(nøt) 
T n=1,3; n 
1 4 1 
(2) FOOD= 林寺 — | cos(ot) + FooBar) + "I +- 
T 
(3) F(= = S L sin(non) 
2 nn 
9-11 M 
9-12 Hš 
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x 1 六 一 J2 
10-1 x(f)= x, =-0.88] 2 + sin(aət)-2.63 0 大 sin(oD+021 -2 F sinon) 
1 


x> 3 V2 
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10-2 
10-3 
10-4 


10-5 


10-6 


10-7 


10-8 
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11-1 
11-2 


11-3 


11-4 


Hë 
Hë 
略 


0.242 一 A —0.436— Ê 5+0. 194 
o o o 


W= os 0436% -0.194% -0.22% 


05445 -03493 prosi 


a = 0445 |É, eo sue |Ë 


0.3342 +0333% +0. 3338 | 
of a, a% 


x, (f) =-asina| 0.765-É ¿045022 +0215 A 
o o as 


13074 -03486 +O 
oi s n 


,其 中 有 = 一 一 一 


=9.979 Ë 2 eA , 072 -1512 
o mp mh 3 


2 


f o (A eh 


A 2 (k — ma’? y +o ; 


3co 


F — E,)sin] ot —arctan——— 
(F, -F,) Í ner 
2 [3k — ma? Y +90? 


+ 


"g 


1.14x 10°N 
略 
æl 


tan—Lt 


ee ee [2 
a a 4 p 


4655rad/s; 15000rad/s 


—V-C12,3 
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11-5 h og Er) 


oJ pG G 
11-6 W 
11-7 œ, = (nm) = (n=1,2,3,..) 
pAL 


11-8 (1) cos(ADch(A6D =1, Y(x)=C {cos(Bx) —ch(Bx) + [sin( x) —sh(8x)]) ; 
I __ cos(B1) —ch(8D) . 

PENE sin(BD —sh(8) ° 

(2) tan( BD) =th(8D , Y.(x)=C,Ícos(8x)-—ch(Ax)+r[sin(8.x) — shg} 

cos(BD) + ch!) 
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其 中 x = ; 
Ps sin(BD) +sh(8D 
i š ch D) 
(3) tan(ABl)=th(8D) , Y,(x)= Clsin(Bx)+nsin(Bx)] 其 中 4 =L 
cos( 2,1) 
sin[4(1 —a)] . sin[4((—a)] . 2E]22 š p4 
11-9 V A sinda) -SOC lsi (a + A 0, uh 22 = a | 24 
ma L SS Tu L SSE 5 
11-10 W% 
12-1 H 
2 2 
Ba se s eE) {l 
ph ph a b 
Hj, 
4R = < (l2? . ix ， jmy 
12-3 ,yf) =— 2 
w(x, y,t) D a zsin — sin ; cos(@;t) 
— + 二 一 
a b 
Inx . Jny 
oo oo sin —— sin 一 一 
12-4 w(x, y,t) = EPa coston >ə 5 a b 
T m. F 


.2 _ 2 ,2 2 
12-5 pantava =o Jeha E o 2) v- 4o Pa, 
a a 


_ 28.9 万 
Omin E ph 
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10.33 |D, 
a2 Nph 


12-7 o, -ZDT G, -Csin| CD ; n=1,2,3,--- 
2L Np 2L 
12-8 M 
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